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Kapitel 10: Stichprobentheorie

Peter von der Lippe

Gegenstand dieses Kapitels, das sich in vier Abschnitte gliedert sind (1) einige praktische
Probleme der Durchfiihrung von Stichprobenerhebungen sowie einfache Stichprobenpline, (2)
die geschichtete Stichprobe und (3) die Klumpenstichprobe, sowie (4) mehrstufige Verfahren.
Der Begriff des Stichprobenplans ist in Def. 10.1 definiert worden.! Im Rahmen der statisti-
schen Qualitdtskontrolle wird im gleichen Sinne von Priifanweisung, -plan oder -vorschrift
gesprochen. Der Entwurf und die Beurteilung von Stichprobenplidnen ist eine der Aufgaben
der Stichprobentheorie, die sich im {iibrigen ausschlieBlich mit solchen Teilerhebungen be-
schiftigt, die ganz oder zum grofiten Teil auf einer Zufallsauswahl beruhen.? Eine nichtzufl-
lige Auswahl wie z.B. die Quotenauswahl oder eine cut-off Auswahl (z.B. alle Betriebe ab 20
Beschiftigte werden betrachtet) ist nicht Gegenstand der statistischen Stichprobentheorie.

1. Einfithrung, Stichprobenumfang, Hochrechnung

a) Probleme der Durchfiihrung von Stichprobenerhebungen

Die praktischen Probleme im Zusammenhang mit Stichproben sind Gegenstand der Stichpro-
bentheorie und beschiftigen auch die "Empirische Sozialforschung". Bei der Durchfiihrung
sind u.a. folgende Punkte zu beriicksichtigen:

» die Konkretisierung des Untersuchungsziels,

» die Erhebungsplanung, d.h. die Entscheidung iiber Stichprobenplan, Auswahltechnik
usw., die den Zielen und Rahmenbedingungen der Untersuchung Rechnung trégt,

= die Abgrenzung der Grundgesamtheit (GG), z.B. die Feststellung des Kreises der [po-
tentiell] Berichtspflichtigen in der amtlichen Statistik,

» der Einsatz einer Auswahltechnik (Ubers. 10.2), die die Zufilligkeit der Auswahl si-
cherstellt,

I Kenntnis meines Buches "Induktive Statistik" im Oldenbourg Verlag ist an einigen Stellen vorteilhaft. Was
hier als Def. 10.1 eingefiihrt wird, ist dort Def. 8. 3, auch die Ubersicht 10.1 findet sich dort als Ubers. 8.5. Es
wurde versucht, einige Erkldrungen von Symbolen und Konzepten aus dem dortigen Kapitel 8 in diesen Text
(und ggfls. in den Anhang zu diesem Text, vgl. Seite 35ff) zu iibertragen. Das kann aber an einigen Stellen
nicht ganz ausreichend sein. Insbesondere sind allgemeine Bemerkungen zur Punkt- und Intervallschdtzung
und zu Parametertests im Falle einer einfachen (uneingeschriinkten) Stichprobe hier nicht alle vom Kapitel 8
des genannten Lehrbuchs in den hier vorliegenden Text iibernommen worden, so dass ein gewisses Mal} an
Vorkenntnis auf diesem Gebiet schon vorausgesetzt werden muss.

2 Streng genommen kann man nur in diesem Fall von einer "Stichprobe" oder einem "sample" sprechen. Der
Ausdruck quota sample oder purposive sample ist mithin nicht sehr sinnvoll.
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» die Planung der Erhebung, und damit u.a. auch die Abschitzung des erforderlichen
Stichprobenumfangs,

» die Behandlung von Antwortausfillen (Nichtbeantwortung, non reponse Problem)
bei der Nichtbeantwortung sind iibrigens einige wichtige Unterscheidungen vorzuneh-
men:

¢ cine Frage wird nicht beantwortet (item nonresponse) oder

¢ die Einheit selbst nimmt nicht an der Befragung teil (unit nonresponse), sei es,
¢ weil sie nicht mehr existiert oder weil sie
¢ nicht mehr aufzufinden ist
e die Mitarbeit verweigert

» die Nutzung von Kenntnissen iiber andere Merkmale (Y, Z, ...) als das Untersuchungs-
merkmal (X) fiir die Ziehung der Stichprobe oder die Konstruktion von Schitzfunktio-
nen (fiir die Parameter der Verteilung von X wie etwa [ oder 6°) also fiir Stichproben-
pldane und Hochrechnungen,

» die Durchfithrung von Probeerhebungen (bzw. Vorerhebungen) zur Uberpriifung von
praktischen Aspekten der Erhebungsarbeit (z.B. Optimierung des Fragebogens) oder zur
Erlangung von Kenntnissen iiber die GG, die bei Anwendung bestimmter Stichproben-
pléane erforderlich sind,

= die Behandlung von (z.B. systematischen) Fehlern neben dem (zufilligen) Auswahlfeh-
ler, also z.B. von Angabe- oder MeBfehlern, die bei Stichproben genauso wie bei Total-
erhebungen auftreten konnen und natiirlich auch bei der Stichprobenplanung zu beriick-
sichtigen sind, wenngleich es keine spezifischen Stichprobenprobleme sind,

= die Aufbereitung des Datenmaterials und Organisation der Erhebungsarbeit (field work).

Auf einige der hier genannten Probleme wird im folgenden eingegangen.

Das Ziel der Beschiftigung mit Auswahltechniken und Stichprobenpldnen (-modellen, Aus-
wahlverfahren)3 ist die Entwicklung kostengiinstiger und effizienter (bei gleichem Stichpro-
benumfang eine groflere Genauigkeit liefernde ) Verfahren, die evtl. vorhandenen Kenntnissen
iiber die Beschaffenheit der Grundgesamtheit Rechnung tragen. "Beschaffenheit" bezieht sich
auf z.B. GroBle (Umfang) und Struktur der GG, raumliche Streuung der Einheiten und die
Moglichkeiten, sie zu entnehmen und zu priifen, Vorhandensein eines Auswahlrahmens (z.B.
Adressenlisten etc.), Korrelation der Untersuchungsmerkmale mit anderen Merkmalen usw.
Kenntnisse iiber die GG konnen ggfls. durch Probeerhebungen erworben werden.

b) Stichprobenpline

Wir definieren zunéchst den Begriff "Stichprobenplan" und die "einfache" Stichprobe. In der
dann folgenden Ubersicht stellen wir einige Stichprobenpline vor.

Def. 10.1: Stichprobenplan, einfache Stichprobe

a) Ein Stichprobenplan ist eine Festlegung iiber die Art der Entnahme von Elementen der
Grundgesamtheit (GG).

b) Der einfachste Stichprobenplan ist die sog. einfache (oder: reine) Zufallsauswahl (Stich-
probe) bei gleicher Auswahlwahrscheinlichkeit jeder Einheit der GG (allgemein bedeutet

3 Die Abgrenzung ist z.T. nicht einfach. So wird z. B. in der Literatur die systematische Auswahl als Technik
der zufilligen Ziehung (wie die Verwendung von Zufallszahlen) oder aber auch als ein Stichprobenmodell
(wie z.B. die geschichtete Stichprobe) behandelt.
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Zufallsauswahl: bei a priori bekannter [aber evtl. verschiedener] Auswahlwahrscheinlich-
keit und unabhéngiger Ziehung; vgl. auch Bem. 3).

Bemerkungen zu Def. 10.1:

1. Die GroBe der Stichprobenfehler hingt u.a. vom Stichprobenplan ab. In den Kapiteln 8 und 9 wird
allein die einfache Stichprobe behandelt. Im Kap. 10 werden auch Stichprobenplidne bei Ausnut-
zung von Kenntnissen iiber die Beschaffenheit der GG behandelt (vgl. Ubers. 10.1).

2. Beispiel der Abhingigkeit des Stichprobenfehlers o des arithmetischen Mittels vom Stich-
probenplan. Er ist bei

a) uneingeschrinkter Zufallsauswahl und

1. Ziehen ohne Zuriicklegen von n < N Elementen aus einer Grundgesamtheit des Umfangs N

N-n o
o, = —, bzw
N-1 n
— n
2. Ziehen mit Zuriicklegen, bzw. bei n =]1-— N =1
()

b) andere Stichprobenpléne:
1. Geschichtete Stichprobe vgl. Gl. 10.12f
2. Klumpenstichprobe vgl. Gl. 10.22 .

3. Die Ziehung eines Elements (einer Einheit) der GG stellt ein Zufallsexperiment dar. Die Ziehung
der Einheit i oder der Einheit j sind die Elementarereignisse. Sind diese gleichwahrscheinlich
(Laplace-Annahme), so spricht man von uneingeschrdnkter Zufallsauswahl. Sind dariiber hinaus
die Ziehungen (Wiederholungen des Zufallsexperiments) unabhingig, wie bei Ziehen mit Zuriick-
legen, so spricht man von einfacher Zufallsauswahl. Die Stichprobenwerte X;, X, ...X, sind dann
Realisationen von unabhingig identisch verteilten Zufallsvariablen X;,X,, ....X, .

Ubersicht 10.1: Einige einfache Stichprobenpliine

Zufallsauswahlverfahren (Stichprobe) bei endlicher Grundgesamtheit
Kennzeichen: a priori bekannte Auswahlwahrscheinlichkeit

ﬂ

einstufig zweistufig (analog: mehrstufig)

Erhebungs- und Auswahl- Auswabhleinheiten auf der ersten Stufe
einheit identisch

K Schichten M Klumpen
. (davon alle auswihlen; (davon m < M zufillig
fa‘iejigegrlgcﬁf{,nvzﬁifggﬁgh_ Auswahlsatz A =100%) auswihlen; A = m/M<100%)

keit ausgewdhlt zu werden

%ﬁﬁ?&f?ﬁﬁ%ﬁlﬁgﬁ?_ Auswabhleinheit auf der zweiten Stufe

wahlsatzes A = n/N) und die (= Erhebungseinheit)
Ziehungen der Elemente
erfolgen unabhéngig

nj Elemente der N jElemente alle Elememte Ni ,...,.Nm
einfache Zufallsauswahl der j-ten Schicht in der GG der m Klumpen A=100%)
(j=1,...K) (Vollerhebung auf der
n=Xnj,N=XN j zweiten Stufe)

A= n/N <100%

geschichtete Stichprobe Klumpenstichprobe
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¢) Techniken der Zufallsauswahl

Bisher wurden keine nidheren Angaben dariiber gemacht, wie eine Stichprobe aus einer realen
Grundgesamtheit zu ziehen ist. Gedacht war dabei stets an irgendeinen Zufallsvorgang (z.B.
Werfen einer Miinze oder eines Wiirfels, Ziehen aus einer Urne). Bei einer Stichprobe aus
einer konkreten, umfangreichen GG wird es jedoch meist nicht einfach sein, einen Mechanis-
mus zu konstruieren, der eine Ziehung nach dem Zufallsprinzip sicherstellt.

Ubersicht 10.2: Techniken der Zufallsauswahl

‘ Verfahren zur Realisierung einer Zufallsauswahl ‘

auf Anordnung und Nummerierung an Merkmalen der Einheiten orientiert
des Auswahklrahmens beruhend (keinen Auswahlrahmen voraussetzend)
Zufallszahlen systematische Auswahl* Buchstabenverfah- Geburtstagsverfahren
ren (Namensanfang)

*Beriicksichtigung jeder k-ten Karteikarte nach der i-ten (Zufallsstart i). Der Abstand k (als Anzahl der Kartei-
karten oder als Breite des Kartenstapels) wird durch den Auswahlsatz n/N definiert. Oder: Karteikarten deren
fortlaufende Nummer auf i lautet (SchluBziffernverfahren).

Eine echte Zufallsauswahl zu realisieren kann sehr schwierig sein. Die Ziehung aus einer Urne
(Losverfahren) ist nur bei einer kleinen GG praktikabel. Bei Verfahren, die eine Auswahl-
grundlage (sampling frame), z.B. eine durchnumerierte Kartei bendtigen ist darauf zu achten,
dass diese nicht zyklisch (periodisch) angeordnet ist. Ein groBer Vorteil von Flichenstichpro-
ben (oder allgemein Klumpenstichproben) ist es, dass keine vollstandige Auflistung der Ein-
heiten der GG (also kein "sampling frame") benétigt wird.

Orientiert man sich an Merkmalen der Untersuchungseinheiten (dabei i.d.R. Personen), z.B.
am Namen oder Geburtstag, um eine moglichst zuféllige Auswahl vorzunehmen, so ist es na-
tiirlich wesentlich, dass diese Merkmale nicht mit den Untersuchungsmerkmalen korrelieren.

d) ""Reprisentativitit' einer Stichprobe

Man findet in der Literatur, insbesondere zum Marketing, auch Uberlegungen dariiber, wann
eine konkrete Stichprobe mehr oder weniger ,,reprasentativ* sei und es gibt sogar Vorschlige,
wie dies zu messen sei. Dabei geht man meist davon aus, dass eine Stichprobe dann ,,repra-
sentativ sei, wenn die Verteilung bestimmter Merkmale in der Stichprobe mit der in der GG
,moglichst gut* iibereinstimmt, also die Strukturen @hnlich sind. Auf dem gleichen Gedanken
beruht auch das Quotenverfahren, wonach eine Stichprobe bei bestimmten Merkmalen eine
dhnliche Struktur aufweisen sollte, wie die Grundgesamtheit. Gemeinsam an solchen Uberle-
gungen ist, dass sie sich orientieren am Ergebnis hinsichtlich einer konkreten Stichprobe.

Es ist nicht iiberraschend, dass man solche Uberlegungen in Arbeiten von Statistikern nicht
findet und es ist wichtig, sich klar zu machen, dass eine solche Betrachtungsweise auch ziem-
lich unsinnig ist. Ein Vergleich mit der GG ist i.d.R. gar nicht moglich, weil diese ja meist
unbekannt ist. Es liegt im Wesen der Zufilligkeit begriindet, dass die einzelnen konkreten
Stichproben sehr unterschiedlich ausfallen konnen. Ein und das gleiche Auswahlverfahren
miilite so gesehen unterschiedlich ,,reprisentative® Stichproben erzeugen, solche die zufillig
,reprisentativ sind und solche, die es weniger oder iiberhaupt nicht sind. Das wére nicht
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akzeptabel, denn alle auf die gleiche Art gezogenen Stichproben sind von gleicher Qualitiit.
Nicht das Ergebnis einer konkreten Stichprobe, sondern die Voraussetzungen unter denen alle
moglicherweise zu ziehenden Stichproben gezogen werden ist relevant fiir die Beurteilung der
Giite einer Stichprobenziehung.

Was hier mit der ,,Représentativitit” in einer dem Konzept der Zufallsauswahl gar nicht an-
gemessenen Betrachtungsweise versucht wird zu messen ist das, was die Statistiker mit dem
,Stichprobenfehler messen. Dieser Fehler ist ein Zufallsfehler, wenn eine Zufallsauswahl
vorgenommen wird, und er betrifft nur den Auswahlfehler, nicht auch systematische Fehler,
wie z.B. Angabefehler. Er bezieht sich auf die Gesamtheit aller unter den gleichen Bedingun-
gen gezogenen Stichproben (d.h. auf die Stichprobenverteilung), nicht auf eine einzelne kon-
krete Stichprobe. Aussagen iiber den Stichprobenfehler sind Wahrscheinlichkeitsaussagen, die
sich nicht auf den Einzelfall beziehen.

Niemand kidme auf die Idee zu sagen, dass eine 3 und eine 4 ein ,reprisentativerer” Wiirfelwurf als
eine 1 und 2 sei, nur weil das Ergebnis ndher an u=3,5 statt 1,5 liegt. Man kann auch leicht Beispiele
konstruieren, in denen kein einziger Stichprobenmittelwert X mit dem wahren Mittelwert u der GG
iibereinstimmt, bei denen es, so gesehen, also keine ,,reprisentative Stichprobe gibt.

Zusammenfassend kann man sagen. Nicht das Ergebnis eines einzelnen Zufallexperiments,
sondern die Voraussetzungen unter denen alle seine Wiederholungen ablaufen, sind von Inte-
resse und bestimmen dessen Qualitit. ,,Reprisentativitit” messen zu wollen, indem man eine
konkrete Stichprobe mit der Grundgesamtheit vergleicht, verkennt vollig das Wesen einer
Zufallsauswahl.

e) Notwendiger Stichprobenumfang bei einfacher Zufallsauswahl

Der fiir eine Stichprobe von geforderter Genauigkeit und Sicherheit mindestens erforderliche
Stichprobenumfang n* ergibt sich aus einer Umformung der Formeln fiir das Schwankungsin-
tervall (direkter SchluB). Man erhilt dann die Formeln der Ubersicht 10.3. Die GroBe n* hiingt
ab von:

= der Genauigkeit und der gewiinschten

= Sicherheit und der

= Homogenitit der GG

hinsichtlich eines fiir die Untersuchung besonders reprisentatiiven Merkmals. Generell gilt
damit (was auch sehr plausibel ist)

Ein groBerer (geringer) Stichprobenumfang wird erforderlich, wenn eine gro3ere
(geringere) Genauigkeit und Sicherheit gewiinscht wird und die GG wenig (mehr)
homogen ist.

1. Genauigkeit ist definiert als absoluter Fehler e. Das ist die halbe Linge des (symmetri-
schen zweiseitigen) Schwankungsintervalls (direkter SchluB) gem. Ubers. 8.8 “also
(vgl. Ubersicht umseitig:
Lost man diese Gleichungen nach n auf, so erhilt man die in Ubers. 10.3 zusammengestell-
ten Formeln fiir den notwendigen Stichprobenumfang, der n” genannt wird.

Der relativer Fehler ist der absolute Fehler im Verhiltnis zum zu schiitzenden Paramter 0,

also:e’ :%. Fiir die Spezialfille 8 = p und 6 = 7 gilt somit: e =e/u und e =e¢/m. Im

4 Die Ubers. 8.8 auf die hier Bezug genommen wird, findet sich im Anhang zu diesem Text (vgl. Seite 36)



Peter von der Lippe, Stichprobentheorie Seite 10 - 6

homograden Fall kann es verwirrend sein, wenn man bedenkt, dass — weil es hier um An-
teile geht — der absolute Fehler e auch schon einen Anteil (Prozentsatz) darstellt.

Ziehen mit Zuriicklegen | Ziehen ohne Zuriicklegen (ZmZ) oder: der
(ZmZ) oder N — oo relativ geringe Umfang N ist zu beriicksichtigen
_ o 6 |[N-n
het.erograd Falll e=z, —— Fall5 e=z —
(Mittelwerte) \/H ¢ \/H N-1
-7 ml-n) [N—n
homograd | . .~ ._, (1-n) Fall6 e=z (1-)
(Anteile) « n * n N-1

2. Sicherheit ist die Wahrscheinlichkeit 1 - o, der ein kritischer Wert z, zugeordnet ist. Ge-

nauigkeit und Sicherheit sind konkurrierende Forderungen: Denn mit zunehmender Sicher-
heit steigt der kritische Wert z, und damit auch der Fehler e. Umgekehrt wird ein Fehler e

durch den Umfang der GG und der Stichprobe und zudem durch die Sicherheitswahr-
scheinlichkeit beeinfluf3t.

3. Zur Beurteilung der Homogenitit der Grundgesamtheit wird die Varianz 62 bzw. w (1 -
m) der GG betrachtet. Der Stichprobenfehler 6, bzw. G ist direkt proportional zu ¢ bzw.

7t (1— ) . Es ist unmittelbar einsichtig, dass die Streuung der GG (gemessen an der Vari-

anz) ein Bestimmungsfaktor fiir den notwendigen (mindestens erforderlichen) Stichpro-
benumfang ist. Sind im Extremfall alle N Elemente der GG identisch (also 6=0) so geniigt
eine Stichprobe vom Umfang n=1 um die GG vollstdndig zu kennen.

Hiufig ist die Varianz der GG nicht bekannt. Mit 6> bzw. T (1 — TC*) soll angedeutet wer-

den, dass diese Groflen geschitzt sind. Eine konservative Schitzung des notwendigen
Stichprobenumfangs erhidlt man im homograden Fall mit n*(l— n*) =1/4, da dies der

maximale Wert der Varianz einer Zweipunktverteilung ist.

Def. 10.2: Notwendiger Stichprobenumfang

Der zur Schitzung eines Mittel-, bzw. Erwartungswerts L oder eines Anteilswerts bzw. einer
Wabhrscheinlichkeit 7 bei einer gewiinschten Sicherheit 1 - o und Genauigkeit e (absoluter
Fehler) mindestens erforderliche Stichprobenumfang n* hei3t notwendiger Stichprobenum-
fang. Ubers. 10.3 enthilt die Abschiitzungen des Stichprobenumfangs n* aufgrund der For-
meln fiir die Intervallschiitzung (Ubers. 8.8) und damit unter Beriicksichtigung der Grenzwert-
sétze.

Exkurse:

1) Es gibt auch Formeln fiir den erforderlichen Stichprobenumfang um z.B.

= ecine Varianz mit vorgegebener Genauigkeit und Sicherheit abschitzen zu konnen
oder, um

* im Zwei-Stichproben-Fall einen hypothetischen Unterschied (etwa W, - W, = A)
mit einer bestimmten Irrtumswahrscheinlichkeit in den Stichproben zu erkennen.

2) Wiirde man demgegeniiber den fiir die Intervallschédtzung von W fiir eine Sicherheit von
1—a erforderlichen Stichprobenumfang bei einem absoluten Fehler in Hohe von e = €
mit der Tschebyscheffschen Ungleichung abschitzen, also ohne Benutzung der Grenz-
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%2
(9

eZ

Q=

wertsitze , so erhielte man anstelle von Gl. 10.1 in Ubers. 10.2 den Wert n” >
%2

was natiirlich erheblich groBer ist als n* gem. Gl. 10.1 also n” >z, -0—2.
e

Ubersicht 10.3

Notwendiger Stichprobenumfang bei einfacher Zufallsauswahl®
(Fallunterscheidung wie in Ubers. 8.8)

heterograd homograd
ohne 2 %2 2 72
+ 2y O z, V b)
Endlich- |(10.1) n 2—*——=—"%_ (10.2) ) * )
keits- € ¢ *>Zéﬂ: (l—n )_Zi(l—ﬂ:)
korrektur | (mit V = 6%/ Variationskoeffizient) |0 = 2 T
e e’ T
(ZmZ)
. K x K’
d
mitEnd- | (10.3)7 0 27—, (1047 02—
lichkeits- e+ e +—
korrektur ) N N
(Z20Z) mit K=2,6 ° und mit entsprechender mit K'=2z Tl:*(l— n*)
Formel unter Verwendung von e”

a) Zur geschichteten Stichprobe vgl. auch GI. 10.15 und 10.16

2
b) fiir den ,,ungiinstigsten Fall (1 - n*)= 0,25 ergibt sich n” >—%

4e
¢) Wenn N - 1 =N sonst n* > NK/|e*(N-1)+K]
2 2
d) fiir den "ungiinstigsten Fall" 7' (1-7")=0,25 : n* > — 2o — = NZZ“ -
» Zy, Nde +z,
4e” +—*
N
Das liegt daran, dass 1/o0 > z_, , denn:
1 T,
1-a Zo, Zi o o Za
0,90 1,6449 2,7057 10 3,696
0,95 1,9600 3,8416 20 5,206
0,99 3,2910 10,8307 100 9,233

Bei einer geforderten Sicherheit von 90% (99%) wire der danach erforderliche Stich-
probenumfang 3,7 - mal (9,2 - mal) so grofl wie gem. Ubers. 10.3.

e) Hochrechnung

Hochrechnung? ist das Problem, von einem Punktschitzer X =1 bzw. p=1, also von einem
Mittelwert bzw. Anteilswert auf eine Merkmalssumme N oder eine Gesamthaufigkeit (einen
Bestand) N7 zu schlief3en.

5 In der ~Alltagssprache®, z.B. bei Fernsehsendungen am Wahlabend wird ,,Hochrechnung* im Sinne der
"Punktschitzung" gebraucht, nicht in dem oben definierten Sinne einer ,,RiickvergroBerung® eines Bildes von
den kleineren Dimensionen einer Stichprobe auf die groBeren Dimensionen der Grundgesamtheit.
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Def. 10.3: Merkmalssumme Xg, bzw. Bestand X3, freie Hochrechnung

Ist u der Mittelwert einer endlichen Grundgesamtheit des Umfangs N, so heif3t
N
Xg = Z x; = Nu Merkmalssumme (Gesamtmerkmalsbetrag, Totalwert).
i=1
Im homograden Fall gilt entsprechend fiir die eine Gesamthiufigkeit (Anzahl der Erfolge in
der endlichen GG) bzw. fiir einen Bestand (etwa von Personen) X; = N7, wenn 7 der Anteil

ist (die Merkmalswerte x, X,, ..., X, der GG sind dann MeBwerte, die O oder 1 betragen). Un-
ter Hochrechnung versteht man die Schitzung von Xg bzw. X aufgrund der Stichproben-
schiitzer (1 =X, bzw. 7 =p. Schitzt man X mit

(10.5a)
(10.5b)

X s = NX (heterograd, Merkmalssumme) bzw.
)A(B =Np (homograd, Bestand, absolute Anzahl)

aufgrund des Stichprobenmittel- bzw. -anteilswerts so spricht man von freier Hochrechnung.
Bemerkungen zu Def. 10.3

1. Der GI. 10.5a liegt der Gedanke zugrunde, dass man die Merkmalssumme nX der Stich-
probe durch Multiplikation mit dem reziproken Auswahlsatz, also durch Multiplikation mit
N/n, auf die grofere Dimension der Grundgesamtheit also zum Betrag Xy ,,vergrofert®
(analog die Uberlegung zu Gl. 10.5b), d.h.

X, =Npu=X, = N (nX)=NX im heterograden Fall, bzw.

I

A

Xy =Nm=X, =E (np)=Np im homograden Fall
n

I

(= soll heiBen: wird geschitzt mit)
2. Dem entspricht die plausible Annahme, dass evtl. die Merkmalssumme Xg (bzw. der Be-
stand Xp) im gleichen MaBe iiber- oder unterschitzt wird wie der Mittelwert (bzw. der An-
teilswert) d.h. die Annahme

X X
2s B opw. 2B fihet zu GIL 10,52 bzw. 10.5b.
Xy X Xg P

3. Da somit offenbar XS bzw. XB eine Lineartransformation von X bzw. p ist, gelten z.B.
bei ZoZ nach Ubersicht 8.8 (Fall 5 bzw. Fall 6)

E(X,)= N-E(X)=Np =X, bzw. E(X,)=N-E(p)=N-n=X,
IS B

(ansonsten \A/()A(B) ; \A/()A(S) wenn die Varianzen 6° bzw. (1 - 7) nicht bekannt sind).

Damit sind auch Konfidenzintervalle fiir Merkmalssummen (Xs) bzw. Merkmalsbetrige
(XB) zu berechnen. Wie man sieht, ergeben die mit N multiplizierten Grenzen eines Konfi-

. . . ) e 6 [N-n .
denzintervalls fiir p bei unbekannter Varianz, ndmlich X + z — |————, so dass die
n
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Grenzen eines Konfidenzintervalls fiir Xg lauten
- 6
Xtz - N n
2 N (T =2 N

Def 10.4: gebundene Hochrechnung

Eine Hochrechnung, bei der Informationen aus der Stichprobe oder aus anderen Untersuchun-
gen iiber andere Variablen (Y, Z, ...) zur Schitzung von Xg bzw. Xp herangezogen werden,
heiBt gebundene Hochrechnung.

Ubersicht 10.4: Hochrechnungsverfahren

‘ Hochrechnung ‘

/\

freie Hochrechnung
(mit dem reziproken Auswahlsatz N/n)

gebundene Hochrechnung

Verhiltnisschitzung (V)
Differenzenschitzung (D)
Regressionsschitzung (R)

Bemerkungen zu Def 10.4

1. Beispiele
X = Rechnungsbetrag unbezahlter Rechnungen und Y = ...bezahlter Rechnungen oder
X = Ernteertrag und Y = Anbaufliche oder
X =Umsatz und Y = Arbeitszeit usw.

2. Angenommen, es sei der Mittelwert u, der Variable X in der GG oder die Merkmalssumme
Xs = Ny, zu schitzen und der Mittelwert My der Variable Y in der GG sei bekannt, dann
kann man p, schitzen durch

(a) ﬁf(v) =fli, mit f =X/y als Schitzer fir F=pu _/u  oder mit

(b) a® =x + d(}J.y —y) mit d = Regressionskoeffizient (d = Sy /si)

wenn die Stichprobenregressionsfunktion lautet N-[i = )A(S =c+dy, so dass man hiermit
Ux schitzt als ¢ +d u,

(© A =X +k(u, —¥y) mitk=const.,

was die iiblichen Ansitze der (a) Verhiltnis- (b) Regressions- und (c) Differenzenschiit-
zung sind. Abgesehen von QEP) sind die Schitzungen nicht erwartungstreu und auf die Ei-
genschaften soll hier nicht weiter eingegangen werden. Sehr einfach zu durchschauen sind

(®) bzw.

N-(i”, denn E[i™)=E(X)=p, (daauch E(Y)= i) und nach den Sitzen iiber die Line-

arkombination von Zufallsvariablen (X, Y) gilt

allerdings die Eigenschaften der Differenzenschidtzung von p, bzw. Xg mit [1|

X

A(D) _N—Il A2 242 A A _ . .
V(u )— ~Na_ (GX +k’o; Zkay) mit G, = Stichprobenkovarianz.

Diese Verfahren laufen darauf hinaus, die einfache Punktschétzung von p, mit X zu korre-
gieren unter Ausnutzung des Umstandes, dass X und Y miteinander korreliert sind.
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3. In der englischen Literatur wird meist kein eigener Begriff fiir das mit den Def. 10.3 und
10.4 beschriebene Problem der Hochrechnung verwendet. Man spricht von ,,estimating to-
tals* (Hochrechnung) und ,,estimating means‘ (Punktschidtzung) und auch bei der Behand-
lung bestimmter Verfahren der gebundenen Hochrechnung wie z.B. ,ratio estimates* (Ver-
hiltnisschitzung) oder wie ,,regression estimates® féllt auf, dass es eigentlich von unterge-
ordneter Bedeutung ist, ob X oder px geschitzt wird. Wir folgen hier lediglich der in der
deutschen Literatur (noch) iiblichen Praxis einen Begriff ,,Hochrechnung* zu benutzen, der
eigentlich iiberfliissig ist.

2. Geschichtete Stichprobe (stratified sample)

a) Beschreibung des Stichprobenplans und Notation

In der Praxis bereitet die Durchfiihrung einer uneingeschrinkten Zufallsauswahl i.a. Schwie-
rigkeiten; aus diesem Grunde werden hdufig alternative Stichprobenpldne angewendet. Sie
konnen leistungsfihiger sein, als die uneingeschrinkte Zufallsauswahl in dem Sinne, dass sie
bei gleichem (Gesamt-)umfang n zu einer geringeren Varianz der Schitzer fiir den Mittel-
bzw. Anteilswert fithren. Dies ist moglich, weil die GG eine Struktur besitzt (z.B. die Zerle-
gung in homogene Schichten), der mit dem Auswahlverfahren Rechnung getragen wird (was
jedoch auch gewisse Kenntnisse iiber die Struktur der GG voraussetzt, die bei uneinge-
schrankter Zufallsauswahl nicht erforderlich sind.

Def. 10.5: Schichten, geschichtete Stichprobe

Teilt man eine GG vom Umfang N in K disjunkte Teilmengen mit den Umfangen Ny, k=1, ..,
K mit

(10.6) N=N,+N,+ ... +Ny.= > N,

und zieht aus den K Teilmengen Zufallsstichproben mit den Umfingen n, k=1, ..., K, mit
K

(10.7) n=n,+n,+ ... +ng = an,
k=1

so heilen die K disjunkten Teilmengen Schichten, und das Auswahlverfahren geschichtete
Zufallsauswahl. Die erhaltene Stichprobe vom Umfang n ist eine geschichtete Stichprobe.

Bemerkungen zu Def. 10.5

1. Zur Bildung der Schichten wird eine sogenannte Schichtungsmerkmal bestimt, das mit dem
zu untersuchenden Merkmal in Zusammenhang steht, und nach dem die Einteilung der
Schichten erfolgt. Die Schichtenerhebung ist eine Zerlegung (Partition) aufgrund eines oder
mehrer Schichtungsmerkmale.

2. Schichten sollten so gebildet werden, dass die Schichten in sich moglichst homogen und
untereinander moglichst unterschiedlich sind, d.h. die Varianzen 612( sollten klein und die
Differenzen |].Lk - ].L| sollten grof sein.

In der Stichprobentheorie ist es iiblich, Grolen der GG mit GroBbuchstaben und solche der
Stichprobe mit Kleinbuchstaben, zu bezeichnen. Im Interesse der Einheitlichkeit der Darstel-
lung sollen hier, wie in anderen Kapiteln, Parameter der GG mit griechischen Buchstaben ge-
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kennzeichnet werden und zwischen GroB3- und Kleinschreibung unterschieden werden, wenn
es erforderlich ist, den Unterschied zwischen einer Zufallsvariable und ihrer Realisation zu
betonen.

Ubersicht 10.5: Notation zur geschichteten Stichprobe (im heterograden Fall)

Begriff GG Stichprobe
Umfang N n
Anzahl der
Schichten K K
Umfang der _
k-ten Schicht | e k=1 K mok=1,.., K
Schichtmit- 1S - _ 13
=—)> X, X, =—) X,
telwert Hi N, ; “ ‘ n, ; .
Gesamtmit- 1< N X 1 <
=— : =— X, (=Gl 10.9a unt
telwert u N kZ::, My N, kZ:; e ( a unten)
1 & =
Schichtvari- | 2 1§ )y s =—Y (x,-X,.J
anz k — Nk — ki Mk Ilk j=1
(Stichprobenvarianz)
<_1 2 RS < P
Schitzer =X NZ:Nk Xk « nk—ljz_ll( 4 k)
(Schitzer fiir Gesamtmittelwert) (Schitzer der Varianz ;)

Gesamtvari- , 1 , 1 » | Varianz von x nicht von Interesse
6°'=—) No,+—)>» N - — )
anz N z RN z « (uk u) wohl der V(X), vgl. dazu Ubers. ##%#%

b) Mittel- und Anteilswertschéitzung

Bei Schiitzfunktionen 9 fiir 8, wie etwa P fiir (homograder Fall) oder X fiir u (heterograder
Fall) gilt die Aggregationsformel

A SN, -
(10.8) 0=> ~ %
k=1

wonach 0 eine Linearkombinantion der K unabhiingigen Zufalls variablen ék ist, so dass gilt

(109) E(é)=ZK: N, E(6,)  und(10.10) V(é)zi(%jz v(e,).

1

denn eine geschichtete Stichprobe bedeutet K unabhingige Stichproben aus K Schichten zu

ziehen. Je nach Art der Stichprobenfunktion 6 und der Stichprobenziehung erhilt man anstel-
le von Gl. 10.6 bis 10.7 spezielle Formeln, wie etwa im heterograden Fall (Mittelwert, die in
der folgenden Ubersicht zusammengestellten Formeln):
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Ubersicht 10.6

Parameter der Stichprobenverteilung von X bei geschichteter Stichprobe
fiir Intervallschitzungen und Tests beziiglich L bzw. T

Gl (10.9) E() Gl (10.10) V(6)
ZmZ und ZoZ (10.9a) ZmZ (10.10a)
- &N, = - &N} o} ~ o) e Np 6
E(X)=) —E(X,)=u, V(X)=> —& =% bzw. V(X)=) & =&
();N(k) ();Nz n, ()k_lNznk
N, _
2 He=H ZoZ (10.10b)
fiir den Erwartungswert V(Y): S N_i G_i N, —n, bzw. da geschiitzt wird
spielt es keine Rolle ob mit ~ N” n, N,-1 '
oder ohne Zuriicklegen o N. &2
gezogen wird V(X)= N—‘;—“(Nk —n, )denn mit &; anstelle von ©;
ny
lauten die K finite multipliers (N, —n, )/N

Aus den Gleichungen 10.10 folgt auch, dass der Standardfehler 6, = V(X) umso

kleiner ist und damit die Schitzung umso besser ist, je homogener die K Schichten
(je kleiner die K Varianzen o; ) sind

Im homograden Fall (Betrachtung des Anteilwertes ) ergeben sich analoge Formeln mit
o; =7, (1-7,) und weil der Parameter 7 durch p geschétzt so ist die zu Gl. 10.10b analoge

Formel:

2
(10.10c) V) =62=>) N | Py Ny —n,
k N nk _1 Nk

¢) Aufteilung (Allokation) der Stichprobe

Der gesamte Stichprobenumfang n kann auf unterschiedliche Art auf die einzelnen K Stich-
proben aus den K Schichten aufgeteilt werden. Bei dieser Bestimmung der Umféange nx (k =1,

K

2, ..., Kmit an =n sind verschiedene Vorgehensweisen iiblich:
k=1

1. Proportionale Aufteilung

N
aoany Bk firallek=1,2, .., K
n N
Daraus folgt (10.11a): LT M 1
N, N, N, N

(gleiche Auswahlsitze bei allen K Schichten).

Die Aufteilung der Gesamtstichprobe auf die K Schichten erfolgt proportional zu deren Anteil
an dem Gesamtumfang N der Grundgesamtheit (Gl. 10.10). Das impliziert, dass die Auswahl-
sétze bei allen K Schichten identisch sind (GI. 10.10a) und dass wegen
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L= 1 - 1 -
u:X:EZNk-Xk:Ean-Xk

der Schiitzer [i fiir den Mittelwert u der GG identisch ist mit dem Stichprobenmittel.

2. Nichtproportionale Aufteilung

Eine Moglichkeit der nichtproportionalen Aufteilung ist die sogenannte optimale Aufteilung,
die auf J. Neyman zuriickgeht. Die Idee der optimalen Aufteilung ist die Minimierung der

Schitzervarianz V(é) zum einen unter Beibehaltung eines vorgebenen Stichprobenumfangs n

und zum anderen unter Einhaltung vorgegebener Kosten C. Eine Minimierung von V(@) etwa

K
von V(X) unter der Nebenbedingung n = z n, liefert:

k=1

N, o
(10.11a) =2k
n
z N,o,
k=1
Man beachte, dass bei Gleichheit der Varianzen ¢; =063 =...=0; die optimale Aufteilung

identisch ist mit der proportionalen Aufteilung (nach Jerzy Neyman).

Herleitung von GIl. 10.11a

Die Herleitung wird fiir den Fall ZmZ durchgefiihrt.
K K 2 2 K

Die Larange Funktion F= V(X) + X(z n, — nj = Z(%) Ok, X(z n, — nj mit dem La-
k=1 k=1 k k=1

grange-Multiplikator A ist nach den Stichprobenumfingen n,, n,, ..., n, partiell abzuleiten und
Null zu setzen. Man erhilt die folgenden K Gleichungen:

F ’ 62 N
TR Serm0 = nim-Teo
1

1

(*)

N.) o2 N
E:—(—K) —K4r=0 = nVA=—Fo,
ony N/ ng N

Die Summe der K - Gleichungen des Gleichungssystem (*) liefert

K K
(%) > n, VA =nyA =iZNk<sk
k=1 Nio

Dividiert man die k-te Gleichung von Gl. * durch Gl. **, so erhélt man GL. 10.11a. Damit
sind Stichprobenumfinge fiir k = 1, 2, ..., K, eindeutig bestimmt.

Man beachte, dass V(X) kein Maximum hat (die Umfédnge n, konnen beliebig klein sein).6

Durch die optimale Aufteilung des Stichprobenumfangs n in die Stichprobenumféinge

n,, ..., ng der K Schichten gem. Gl. 10.11a wird die Varianz des Schitzers 0 bei Ein-
haltung des vorgegebenen Stichprobenumfangs von n Einheiten minimiert.

6 Man kann leicht zeigen, dass die dargestellte Vorgehensweise eine Minimierung der Varianz, nicht eine Ma-
ximierung liefert.
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Minimierung der Varianz V(X) unter der Nebenbedingung gegebener Gesamtkosten fiihrt zu

1N,

(10.11b) :Jc_kl—
n

\/— N,o,
Cy

Im folgenden wird V|6 fiir den Fall ZmZ unter der Nebenbedingung, der Einhaltung vorge-

WMW

bener Gesamtkosten C=c, +Z:cknk minimiert. Es bedeuten dabei ¢y fixe Kosten und ci
k=1

variable Kosten pro Einheit in der k-ten Schicht, k = 1, ..., K. Es wird also angenommen, dass
die Kosten einer Erhebung linear von den Umfidngen von nx abhidngen (mit den konstanten
Koeffizienten cy, ¢, ..., Cx).

Analog zur vorausgegangenen Herleitung wird die Lagrange-Funktion

K(N, ) o K
(*) F:z(_kj '_k+)\‘(co+zck'nk_cj
o\ N n, k=1

nach ny, ..., ng partiell abgeleitet und gleich Null gesetzt. Man erhélt die folgenden K Glei-
chungen:

2
oF —(&j Gk+k ¢, =0; k=1, 2, ..,K. Es folgt daraus: n, /A X—L ! -0,

ank N) n; \/_k N N

und somit gilt:

~—_.N
n, \E k" Ok

—=— , k=12, ..., K.
n z L -N, ‘o
— \/q k k
Im Vergleich zu (10.11a) hdngen die optimalen Stichprobenumfinge hier zusétzlich von den
variablen Kosten ab.
Der gewiinschte Stichprobenumfang n flieit ebenfalls in die Bestimmung von ng ein, wird
jedoch nicht als Nebenbedingung beriicksichtigt.

Zu beachten ist, dass bei der optimalen Aufteilung die Varianzen o; der Schichten bekannt
sein miissen. Zudem kann der Fall eintreten, dass ny grofer als Ny ist.

d) Vergleich der optimalen mit der proportionalen Aufteilung

Sind alle 6, (bzw. ok und cy) gleich, ist die proportionale Aufteilung zugleich die optimale.

Gl. 10.11 bzw. 10.11a eingesetzt in Gl. 10.10a ergibt:

n n
n, szGk N,o,

(wegen — N = N nach GI. 10.11a); was offenbar nicht groBer ist als
n
= 1 N, , 1 n, ,
(1013) V(X)pmp :H Z FGK = H z ?Gk .
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Der Klammerausdruck in Gl. 10.12 (zweiter Teil, runde Klammer) kann als mittlere Schicht-
Standardabweichung ¢ gedeutet werden, so dass gilt:

= = 1 N, , —, 1 « N, —\2
(10.132)  V(X) -V(X) :H{ZFGK -5 :HZF(Gk -6) 207
Bei diesem GroBenvergleich liegt der gleiche Zusammenhang vor wie bei E(Xz) > [E(X)]2 .
Man sieht an dieser Beziehung und schon an Gl. 10.11a, dass die proportionale Aufteilung
optimal ist, wenn alle Varianzen innerhalb der Schichten gleich sind. Ansonsten erhélt man

bei proportionaler Aufteilung eine hohere Varianz des Schitzers X.

Auf die entsprechenden Formeln im Fall ZoZ soll hier verzichtet werden.
Eine andere i.d.R. nicht proportionale Aufteilung von n in n, (n = Z n;) wire die Auftei-

lung mit vorgegebener (gewiinschter) Genauigkeit e, in jeder Schicht (Gl. 10.15a).

e) Schichtungseffekt

Wihrend soeben zwei Varianten der geschichteten Stichprobe (optimale und proportionale
Aufteilung) untereinander verglichen wurden, gilt es jetzt die geschichtete Stichprobe mit der
uneingeschriankten Zufallsauswahl zu vergleichen.

Bekanntlich gilt bei einfacher Zufallsstichprobe (uneingeschréinkte Zufallsauswahl und unab-
hingige Ziige, also ZmZ)

62

2 = X [ —

Gi - V(X)einf - n ’
wobei die Varianz 62 der Grundgesamtheit wie folgt in externe und interne Varianz
K N K N —
o’ = (e —0)°+Y —* o} =V, +V, =nV(X)

_k
. f .
i1 N o N o

zu zerlegen ist. Im Falle einer geschichteten Stichprobe mit proportionaler Aufteilung gilt
demgegeniiber wegen Gl. 10.13:

K
nv(X) = Z% 6=V, < 6=V, +V, =nV(X)
k=1

einf.

Sobald eine externe Varianz auftritt (zwischen den Schichten grofle Unterschiede sind) ist der
Standardfehler der Schitzung bei Schichtung und proportionaler Aufteilung kleiner als bei
einfacher Stichprobe (es entsteht ein "Schichtungsgewinn).

Der Schichtungseffekt ist umso grofler je homogener die Schichten sind (je kleiner V, , ist).

Bei der Herleitung dieses Zusammenhangs, wonach wegen
V. — V. V.
— _int SV(X) = int | Text
prop n einf n n
ein Schichtungseffekt stets dann eintritt, wenn es eine externe Varianz gibt, ist jedoch zu be-
achten, dass dieses Ergebnis fiir die geschichtete Stichprobe hergeleitet wurde unter der An-

nahme einer proportionalen Aufteilung.?

(10.13b) V(X)

7 Gleichheit, wenn alle K Standardabweichungen o gleich sind.
8  Auf die optimale Aufteilung wird in Abschn. f eingegangen.
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Es ist deshalb zu beachten, dass im allgemeinen Fall einer geschichteten Stichprobe (also die
Aufteilung nicht proportional ist)

ein Schichtungsefekt auch dann auftreten kann, wenn es keine externe Varianz gibt (wenn
also V,, = 0 ist) und

wenn aber eine externe Varianz auftritt die geschichtete Stichprobe in jedem Fall besser ist
als die uneingeschrinkte Zufallsauswahl.

Beide Moglichkeiten werden im nachfolgenden Beispiel 10.1 demonstriert.

Beispiel 10.1

Die Grundgesamtheit bestehe aus zwei Schichten mit jeweils N; = 4 (i = 1, 2) Einheiten
mit den Merkmalswerten Xjj Gg=1,..4):

Schicht 1: 0,4,6,10(u, =5, o] =13)
Schicht 2: 4,4,6,6 (u, =5, o} =1)
Man ziehe Stichproben vom Umfang

ayn=3 und
b)n=4

und jeweils eine uneingeschrinkte einfache Stichprobe und eine geschichtete Stichrobe mit
verschiedener Aufteilung mit Zuriicklegen und bestimme jeweils die Varianz der Stichpro-
benverteilung von X .

Losung 10.1

a) Stichproben vom Umfang n =3
Bemerkenswert an dem Beispiel ist das Fehlen einer externen Varianz in der GG, weil

1
U, =u, = pu =5. Fiir die Varianz erhilt man 6°> =062, =7 =§(13+1) und danach ist
o> 7
6.=—= 3 = 2,33 im Falle der einfachen Stichprobe. Fiir die geschichtete Stichprobe
n

erhiilt man fiir 62 jeweils die folgenden Werte:

N\ 62 (N, o’

1 n=1Ln=2 - oiz(—lj —1+(—2j —2=£=3,375
N/ n, N/ n, 3

2 n=2,n=1 - c§=%:1,875

Fiir die optimale Aufteilung erhdlt man gem. 10.11a die Anteile ny/n = V13 / (1 +4/13 ) =
0,783 (also n; = 2,35) und n, = 3/(1 - 0,783) = 0,65. Die zweite Aufteilung kommt also
der optimalen Aufteilung ndher. Bemerkenswert ist, dass man einen Schichtungsgewinn
erzielt obgleich keine externe Varianz vorliegt. Man beachte auch, dass bei einer un-

giinstigen Aufteilung (wie Nr. (1)) die Schichtung zu einem Verlust an Genauigkeit fiih-
ren kann (3,375 > 2,33).

b) Stichproben vom Umfang n=4
Anders als im Fall a) kann hier auch eine proportionale Aufteilung (n, = n, = 2) studiert
werden. Fiir die optimale Aufteilung erhélt man n, = 3,13 = 3 und n, = 1 und bei propor-
tionaler Aufteilung, wie nach GI. 10.12 zu erwarten war, keinen Schichtungsgewinn. Fiir
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die Varianz o> der Stichprobenverteilung von X erhilt man bei uneingeschriinkter Zu-

fallsauswahl o> = 7/4 = 1,75 und bei geschichteter Stichprobe folgende Werte in Ab-
hingigkeit von der Aufteilung:

n=1,n=3 — o: =333

n=2,n=2 — o: =1,75

n=3n=1 — o: =1,33<1,75.

Weitere Uberlegungen auferund des Beispiels 10.1

Um die Verringerung der Varianz der Stichprobenverteilung auf 1,33 deutlich zu machen,
mag es niitzlich sein, auch einmal die Stichprobenverteilung im Falle des Ziehens ohne Zu-
riicklegen zu betrachten. Man erhilt bei Schichtung mit der Aufteilung n; = 3 und n, = 1 ge-

414 8
nau ( I 1] =16 Stichproben im Vergleich zu ( ] =70 Stichproben bei uneingeschrinkter Zu-

3 4

fallsauswahl. Extreme Stichproben mit den Werten 0, 4, 4, 4 (X = 3) oder 10, 6, 6, 6 (X =
14,5) sind z.B. bei der geschichteten Stichprobe mit der Aufteilung n,/n, = 3/1 nicht moglich.

In den 70 Stichproben sind die genannten 16 Stichproben enthalten, dariiberhinaus aber auch
noch je eine Stichprobe mit der extremen Aufteilung n, =4, n, =0 und n; = 0 und n, = 4 so-
wie 16 und 36 Stichproben der beiden anderen Aufteilungen ny =1, n;=3 und n; =2, n, =2
(also70=1+16+36+ 16 + 1).

Die Varianz der Stichprobenverteilung von X bei geschichteter Stichprobe und ZoZ ist
2 2 2 2

©_Nof Ni-m N3 ol Noomy (L1, L
N n, N,-1 N n, N,-1 12 |n, n,

im Unterschied zur uneingeschréinkten (ungeschichteten) Zufallsauswahl

2
vV =0 Non 784
n N-1 4 8-1
Von Interesse mogen die jeweils 16 Stichproben bei den folgenden Aufteilungen sein:

V(X)

Aufteilung n, = 1, n, = 3; n = 4 und die KenngroBen (statistics)

n Ny
PRIE DI
i=l i=1

1y 1y

— 1 _ 1 X tX, .
X, =— Xil,Xz——ZXiz,X— , X =

n, g n, o 2 n
Elemente aus Schicht
1 ’ Anzahl der < < %= X, +X, B lei + Z X,
Stichproben 1 2 %) X = 4

0 4,4,6 2 0 4,67 2,33 3,5
0 4,6,6 2 0 5,33 2,67 4

4 4,4,6 2 4 4,67 4,33 4,5
4 4,6,6 2 4 5,33 4,67 5

6 4,4,6 2 6 4,67 5,33 5

6 4,6,6 2 6 5,33 5,67 5,5
10 4,4,6 2 10 4,67 7,33 6
10 4,6,6 2 10 5,33 7,67 6,5
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Es gilt E(X)=E(X")=5, V(X)=59/18=3278 und die Varianz V(X")=0875

Man beachte, dass der Schitzer X als gewogenes Mittel aus den einzelnen Stichprobenmit-
telwerten X ; und X, gewonnen wird und nicht einfach als ungewogenes Mittel aus den insge-
samt n; + n, = 4 Stichprobenwerten bestimmt werden. Ein so gebildetes Mittel soll X" ge-
nannt werden.

— N, N,
Hinsichtlich einer Stichprobenfunktion X  =—1 X, +—= = X, anstatt X = N X, +—= N X,
n n

wiire niamlich die Stichprobenverteilung bei dieser Aufteilung identisch mit derjenigen von X
bei der folgenden Aufteilungn, =3, n, = 1:

Elemente aus Schicht
Anzahl der = T X =
! 2 Stichprobe i " i )

0,4,6 4 2 3,33 4 3,67 3,5
0,4,6 6 2 3,33 6 4,67 4
0,4,10 4 2 4,67 4 4,33 4,5
0,4,10 6 2 4,67 6 5,33 5
0,6,10 4 2 5,33 4 4,67 5
0, 6,10 6 2 5,33 6 5,67 5,5
4,6, 10 4 2 6,67 4 5,33 6
4,6, 10 6 2 6,67 6 6,33 6,5

Es gilt jetzt V(X) =11/18 =0,611 und V(X") = 0,875
Im Falle der extremen Aufteilungen n; = 4, n, =0 und n; = 0, n, = 4 sowie bei proportiona-
ler Aufteilung sind natiirlich die Stichprobenverteilungen von X und X identisch.

Schichtung ist auch eine Moglichkeit um zu verhindern, dass zufillig kein Element einer be-
stimmten Schicht in einer Stichprobe vertreten ist. Mit diesem Ziel wird hdufig auch in der
amtlichen Statistik eine geschichtete Stichprobe gezogen. Als Grenzfall der Schichtung kénn-
te man das cut off '"sample' (= Abschneidegrenze, Konzentrationsprinzip) betrachten, bei
dem n; gegen O und n, gegen N, strebt (also die Auswahlsitze gegen 0 und 100% streben).
Eine solche "Auswahl" kann dann aber keine Zufallsauswahl sein, die Wahrscheinlichkeits-
rechnung ist nicht anwendbar und man kann bei 0% und 100% auch generell nicht von "Aus-
wahl" sprechen.

f) weitere Bemerkungen zum Schichtungseffekt

1. Mit GI. 10.13b wurde gezeigt, dass ein Schichtungsgewinn bei geschichterter Stichprobe
mit proportionaler Aufteilung entstehen kann wenn V. gering ist. Bei optimaler Auftei-
lung vergroBert sich der Schichtungseffekt (d.h. die Differenz nv(X) —nV(Y)prop >0) noch

einmal und zwar in dem MaBle, indem die K Standardabweichungen der Schichten 6, um

G streuen, denn nV(Y)pmp ~nv(X) = (o, -5) .
n

opt

2. Unter dem Schichtungseffekt versteht man dass die Varianz des Schitzers X bei einer
N2
N2

eingeschrinkter Zufallsauswahl und ZmZ (emfache Stichprobe), die dann den Wert

geschichteten Stichprobe, V(X)gmh Z k (gem. GI. 10.10a) kleiner ist, als bei un-
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- 1 1 N N 1 .
V(X)einf = HGZ = H[Zﬁ (uk _“)2 + Zﬁci} = H(Vext + Vint ) annimmt.

Offenbar kann man GI. 10.10a auch wie folgt schreiben

— 1 N . n)( N
V), 2[R et

Bei proportionaler Aufteilung ist der Ausdruck in der ersten Klammer nach dem Summen-

N
zeichen eins, d.h. fiir alle k=1, ..., K gilt ol =1.
Nn,

Tritt keine externe Varianz auf (uxy = pu V k), so ist eine geschichtete Stichprobe nicht bes-
ser, als die einfache Stichprobe. Bei einer anderen Aufteilung, als der proportionalen kann
— wie gezeigt — sehr wohl ein Schichtungseffekt auch dann auftreten, wenn es keine externe
Varianz gibt. So ist z.B. bei optimaler Aufteilung

= 1 6 (N 1_
e e

kleiner (oder gleich, wenn alle 6, =G) V(X)einf unter der Voraussetzung Ve = 0, also

3. Es wurde auflerdem behauptet und im Beispiel 10. demonstriert, dass eine ungiinstige Auf-
teilung der geschichteten Stichprobe auch ein Ergebnis liefern kann, das hinsichtlich der
Genauigkeit (o, ) schlechter ist, als das einer einfachen Zufallsauswahl. Es muf3 dann gelten

N,n(N N N -
TRt ZR ) <2t s

(10.14) Z%cﬁ(%—l}Z%(uk—u)z
n-k

Im Beispiel 10.1 ist wegen fehlender externer Varianz die rechte Seite der Ungleichung
Null. Fiir die linke Seite gilt bei n; = 1, n,=2, n =3

LERRIRE S
2 \2 2\4 8

undbein; =2, n,=1,n=3

13(3 j 1(3 j 13 1 11
|\ -lj+5l5-1j=—F+,=-"7<0.
2 \4 2\2 8 4 8

Im ersten Fall is in der Tat die Varianz 6> bei geschichteter Stichprobe groBer als bei ein-

facher Zufallsauswahl, so dass genau ein "Schichtungsverlust" eintritt, wihrend im zweiten
Fall ein Schichtungsgewinn zu verzeichnen ist.

Aus der Ungleichung 10.14, die die Bedingung fiir einen "Schichtungsverlust" beschreibt,
ist auch ersichtlich, dass dieser nicht eintreten kann

¢ bei proportionaler Aufteilung (linke Seite der Ungl. ist Null) und damit auch bei der

¢ optimalen Aufteilung, weil 6. dann nicht grofer sein kann als bei proportionaler Auf-
teilung.
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g) Notwendiger Stichprobenumfang bei geschichteter Stichprobe

1. Proportionale Aufteilung: Fiir den absoluten Fehler e im heterograden Fall ZmZ gilt nach
Gl 10.10a e’ =2zV(X) , was nach Gl 10.13 und aufgeldst nach n den folgenden Min-

prop
deststichprobenumfang n* ergibt:

(10.15) 2—2 =—Z —Gk,

2

2
. : : : Pz
im Unterschied zur einfachen Stichprobe n” >—--6° == (V,,, + V,,,)
e e’

Sobald eine externe Varianz auftritt (V_, > 0) ist also der bei der gleicher Genauigkeit und
Sicherheit (gemessen durch e und z) erforderliche Stichprobenumfang geringer, wenn man
eine geschichtete Stichprobe mit proportionaler Aufteilung zieht als im Fall einer einfachen
Stichprobe.

Zu einer Abschitzung des notwenigen Stichprobenumfangs im homograden Fall und mit
Endlichkeitskorrektur kann man wie folgt gelangen:®

Setzt man nx gem. Gl. 10.11a in Gl. 10.10c ein, so erhdlt man wegen e = 26p

N, Y’ Ne-n-0 n N
ezzzzzk(ﬁj Py N . DI P [1 EJ mit O‘k:ﬁ und der An-

N Ny no.,
N
nahme, dass gilt ny — 1 fiiralle k =1, 2, ..., K und damit
1 1 \&
¢ Z(_ - _jz O, P g was dann nach n aufgeldst fiir den mindesumfang n* ergibt
n k=1

ZZZ(xkpqu
1
e’ + ﬁzakpqu

(10.15a) n* 2>

Es ist leicht zu sehen, dass bei m statt p, =, und entsprechend 1 - 7 statt q, =1—=®, sowie
o, =N, /N und N — oo (also Ziehen mit Zuriicklegen) daraus Gl. 10.14 erhilt zumal der
Varianz ©; im heterograden Fall (Mittelwerte, stetig abgestufte Werte von x) die GroBe

Tk (1 - my) entspricht, denn dann ist

2 2
z N z N
>y kg (1—7t )=— —k .52,
e’ Zk: N T Zk: N
Es ist nun interessant zu sehen, wie sich dies von der einfachen Zufallsauswahl unterscheidet.

Dabei ist zu beachten, dass gilt ©= Z% T,
k

9 entnommen aus einer Unterrichtung des ZI der KVB, die ich im Rahmen meiner Titigkeit im wiss. Beirat fiir
das (Arzte)Praxispanel verfasst habe.
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Mindeststichprobenumfang n* >

einfache Zufallsauswahl geschichtete Stichprobe
2 2
N

mit Zuriicklegen Z—2 -n(l-m) Z—2 > —rm, (1-m,)

e e T N

K' Lo 2K N
mit K =z n(l-= z it Kr= S k. —

ohne Zuriicklegen ) ' ( ) , K* mit K z N T (1-7,)

e + E e’ + W k

Man sieht dass eine gewisse Symmetrie besteht. Worauf es ankommt ist schlielich, inwieweit

Viesen = Zk:% @, (1-m, ) abweicht von (genauer: kleiner ist als)

N N
Vi =T1-1)=>» —X 1 (1— —tx j
f ach Zk: N z N K

k
Wenn die Varianzen innerhalb der Schichten unterschiedlich sind, dann wiirde man zugleich
auch einen Gewinn (mehr "Genauigkeit", also ein kleinerer Fehler bei gleichem Stichproben-
umfang bzw. ein kleinerer Stichprobenumfang bei gleicher Genauigkeit) wenn man eine op-
timale Aufteilung vornehmen wiirde. Dazu ein paar Beispiele (wir rechnen der Einfachheit
halber mit dem Fall "mit Zuriicklegen"):

Variante 1

N =1000, N, =300, N, =700 t; =0,2 und 7, = 0,6
Man erhilt dann!©
\Y% =n(1-7)=0,48-0,52=0.2496 weilt= 0,3-0,2+0,7-0,6=0,48

einf ach
N
Ve = Zk:ﬁ m (1-m, ) =03-02-08+0,7-0,6-0,4=0.216

mit 22 =4 und e’ = (0,1)2 = 0,01 also z*/e* = 400 erhilt man fiir die einfache Stichprobe einen Min-
deststichprobenumfang von 400*0,2496 = 99,84 und bei der geschichteten Stichprobe 400%0,216 =
86,4. Der Unterschied wire erheblich grofler (als 86 zu 100), wenn sich die Varianzen innerhalb
der beiden Schichten stirker unterschieden.

Variante 2

N =1000, N; =300, N, =700 mt; = 0,1 und m, = 0,5
Jetzt ist V. =n(l-m)=0,38-0,62=0.2356 und

einf ach
Vgesch = 0’3 : O’l : 0’9 + 0’7 . 0’5 : 0,5 = 0,202 .

Die Stichprobenumfinge erhilt man wieder bei Multiplikation mit z*/e* = 400. Es ergibt sich 80,8
also 81 und 94,24 also 94.

Variante 3

N =1000, N, =300, N, =700 7t; = 0,1 und 7, = 0,9
V =n(l-m)=0,66-0,34=0.2244 — 400-0,2244 =89,76 = 90 statt 100 bei n(1-n) = Y4

einf ach
Vi =0,3-0,1-:09+0,7-0,9-0,1=0,09 — 400-0,09=36.

Hier wird der Unterschied natiirlich sehr betrichtlich. Bei proportionaler Aufteilung muss die im
Verhiltnis 3 zu 7 (wie die Grundgesamtheit) aufgeteilt werden, also 36*0,3 = 10,8 also 11 zu 25.
Es ist nicht schwer jetzt fiir die drei Varianten die etwas komplizierten Formeln ohne Zuriicklegen
anzuwenden (bei denen also auch die GroBle N mit ins Spiel kommt).

Wir betrachten hier stets die n-fachen Varianzen des Mittelwerts (x-quer) und rechnen mit z = 4 (statt korrekt
bei 95% Sicherheit mit z=1,96).
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2. Bei optimaler Aufteilung erhilt man durch Einsetzen von GI. 10.11a in GI. 10.10a
— &N o —
V(X) = ZN—E Ok fir e> =z>V(X) im Fall ZmZ nach einigen Umformungen und Aufls-
k=1 Iy
sung nach n die Gleichung fiir den Mindestumfang n*

2 2 )

(10.15b) n*zz_z(zﬁckj -2
€

ZZ

eZ

was weniger ist als die entsprechende Gl. 10.15 n” >

2
lung weil Z%Gi >(Z%ij .
Es ist auch eine i.d.R. nicht-proportionale Aufteilung der Stichprobe in der Weise moglich,

dass fiir jede Schicht eine vorgegebene Genauigkeit (gemessen am absoluten Fehler ey) ein-
2

. Lo g2 2 .. . .
gehalten wird, was bei 1, Z—ez -0, VK gewihrleistet ist.
k

N ) . .
> Fk G, bei proportionaler Auftei-

3. Klumpenstichprobe (cluster sample) und
zweistufige Auswahl

a) Beschreibung des Auswahlverfahrens

Aus organisatorischen und wirtschaftlichen Griinden ist es oft vorteilhaft eine sog. "Klumpen-
stichprobe" zu ziehen, weil die Erhebungseinheiten bereits "gebiindelt" als Klumpen (cluster)
vorliegen. Ein wichtiger Spezialfall der Klumpenstichprobe ist die Flichenstichprobe (area
sample). Personen, die in einer Gemeinde wohnen, stellen einen Klumpen dar.

Die praktischen Vorteile sind vor allem:
® Verringerung von Reisekosten (bei einem area sample) durch Biindelung der Feldarbeit

® ¢s ist keine vollstindige Auswahlgrundlage (sampling frame) erforderlich (z.B. eine Ein-
wohnerkartei fiir das gesamte Bundesgebiet) und entsprechende Verzeichnisse sind ggfls
nur fiir die ausgewéhlten Klumpen zu beschaffen

® anderes als bei einer Schichtung sind kaum Kenntnisse iiber die GG erforderlich (es ist
meist noch nicht einmal nétig den Umfang der GG oder der einzelnen Klumpen zu ken-
nen).

Den Vorteilen stehen aber auch Nachteile gegeniiber. Wie im folgenden gezeigt wird, kann
die Prizision (Standardfehler der Schitzung) bei diesem Stichprobendesign geringer sein als
bei einer uneingeschrinkten Zufallsauswahl.

Def. 10.6
e Teilt man die GG vom Umfang N in M disjunkte Teilmengen mit den Umfingen N; (i = 1,
M
...y M) so dass N, + N, +..4+N,, = 2N, und wihlt man hieraus m < M Teilmengen aus, so
i=1

heiBen die Teilmengen Klumpen und das Auswahlverfahren Klumpenauswahl.
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e Werden von den M Klumpen m zufillig ausgewéhlt und diese m Klumpen mit allen ihren
Einheiten ausgezahlt so spricht man von einem einstufigen Klumpenstichprobe!!

® Werden dagegen von den M Klumpen m zufillig ausgewihlt und jeweils n; Einheiten

beim ausgewihlten j-ten Klumpen zufillig ausgewiéhlt (Auswahlsitze ny/N; kleiner als
100%) und untersucht so spricht man von einer zweistufigen Klumpenauswahl.

Bemerkungen zu Def. 10.6

Ein Klumpen ist eine natiirliche (vorgefundene) Ansammlung von Untersuchungseinheiten,
die in sich moglichst heterogen sein sollte (eine verkleinerte GG) und die Klumpen sollten
untereinander moglichst homogen sein. Hinsichtlich Klumpen und Schichten werden also
gegensitzliche Forderungen aufgestellt.

Gegensitzlich ist auch die Art der Auswahl: es werden alle K Schichten beriicksichtigt aber
innerhalb der Schichten die Einheiten ausgewihlt und es wird bei der einstufigen Klumpen-
auswahl nur m < M Klumpen beriicksichtigt, aber innerhalb der ausgewihlten Klumpen alle
Elemente.

b) Notation, Fragestellungen

Es empfiehlt sich auch zur Behandlung der zweistufigen Klumpenauswahl folgende Subskrip-
te zu vereinbaren

i=1,2,.,M fiir die Klumpen der GG

j=1,2, ..., mfiir die ausgewihlten Klumpen der Stichprobe
und auch unterschiedliche Subskripte fiir die Elemente in den Klumpen vorzusehen

k=1, 2, ..., Nj der Klumpen der GG

1=1, 2, ..., nj der ausgewdhlten Elemente des ausgewihlten Klumpens
obgleich natiirlich mit i und j eventl. der gleiche Klumpen und mit k und 1 das gleiche Ele-
ment gemeint sein kann.

Ferner ist es (ebenfalls zum Verstindnis der zweistufigen Auswahl) vorteilhaft nicht nur die
Schitzung des arithmetischen Mittels sondern auch des Totalwerts (der Merkmalssumme) zu

M M N;
betrachten: X = ZXi =22xik =Nu ist der Totalwert der GG als Summe der Klumpento-
i=1 i=l k=1
talwerte. Grof3e Buchstaben X bezeichnen Merkmalssummen, kleine einzelne Merkmalsbetri-
ge. Das ist jedoch vor allem dann unschon, aber schwer vermeidbar, wenn Erwartungswerte
gebildet werden. Was die Symbolik betrifft so entstehen auch dadurch Probleme, weil unter-
schiedliche Arten von Mittelwerten definiert werden miissen. Ein mittlerer Totalwert von M

_ 1 = 1 .

Klumpen Xy :szi oder von m ausgewéhlten Klumpen X, :—ZX ; 1st zu unter-
m

1

1
N 2X, =§ZNi U, (Summe iiber alle Klumpen).

scheiden von den Mittelwerten etwa L =

Ein Mittelwert [i ist nicht einfach definiert als lZ:Xj (Summe iiber die ausgewdihlten
j=1

Klumpen) sondrn gem. Gl. 10.18.

Zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit ist in allen Fillen, in denen keine Zweifel aufkommen
sollten, auch auf eine Indizierung der Summen verzichtet worden. Die Darstellung wird auch

11" Klumpenauswahl im engeren Sinne, in der Art, wie in Ubers. 10.1. In Gegeniiberstellung zur geschichteten
Stichprobe beschrieben; Auswahlsatz auf der zweiten Stufe 100%. Der Stichprobenumfang n liegt dann mit
der Anzahl m der ausgewihlten Klumpen fest mit n =2, NJ- G=1,2,..,m).
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dadurch kompliziert, weil Totalwerte aufgrund aller Einzelwerte eines Klumpens oder auch
nur aufgrund der Merkmalswerte ausgewihlten Einheiten eines Klumpens gebildet sein kon-
nen.

Auf Beweise ist im folgenden stets verzichtet worden und es wurde statt dessen versucht, Zu-
sammenhédnge anhand von Zahlenbeispielen zu verifizieren und damit auch zu interpretieren.

¢) Einfache Klumpenstichprobe

1. Schiitzung des Totalwerts

Untersucht werden zwei Schitzfunktionen

016 x=3Mx Mgy 'tX—Nj d
(10.16) _ZE j——z ; mi j_kzz:'xjk un

(10.16a) X"

Nm
njz_:‘ !

mit n = XNj und Xj = Nju; da im einstufigen Verfahren die Klumpen voll ausgezihlt werden.
Die Schitzfunktion X ist erwartungstreu und hat die Varianz

2 2

A M J - = MM-mY =
10.17 vixX)=M| —-1|—— =X =— X. —X
1017 V(X) (m jM_lg( Xon) =y 2 X))
Diese "wahre" Fehlervarianz ist zu unterscheiden von der geschétzten Fehlervarianz, fiir die
gilt

M 1 & < . _MM-m =
(10.172)  V(X) = M[——lj M X, X = (Xi ~Xon) -
m m-143 m m-—1
Die Schitzfunktion X" ist dagegen nur ndherungsweise erwartungstreu und hat aber in der

Regel eine erheblich kleinere Varianz, nimlich
2

M
MM m . Das leicht

10.17b) V(X*)~M(M—1);§N2( - )2
(10. = m M- 15 (K~ R

i

2
sehen mit ﬁ:(X1 —X(M)) = ﬁ:(Niu1 N},L = i(Nfuf —2N;Nuy, + Nzuz) im Vergleich zu
i=1 i=1 i=1
2 M

M
DN —u) Z(Nzuf—m Nugt, +4 ZN j
i=1

i=1

Es ist klar, dass N2 = (N, +..+ N, )’ > N2+ ..+ N2,

Aus den Schitzfunktionen fiir den Totalwert X werden die Schitzfunktionen fiir den Mittel-
wert u abgeleitet, denn u=X/n. Hiufig wird zur Vereinfachung angenommen, dass alle Klum-

pen den gleichen Umfang haben, also N, =N fiir alle i = 1,..., M so dass N=MN und
N MN _M

n =mN . Dann sind die Schiitzfunktionen X und X identisch, da dann — =——
n mN m

Beispiel 10.2

Die GG bestehe aus den Klumpen (5, 10, 15), (6, 11, 16), (7, 12, 12, 17) mit dem Totalwert
X=111 und ungleichen Klumpengréen N; = N, =3 und N3 =4. Es werden m =2 der M =3
Klumpen ausgewihlt und total erhoben. Die Stichprobenverteilung ist dann
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Klumpen X X
3 3 10
fund212-30+7-33=945 |~ ~(30+33) =105
3 3

1 und 3 2.30+>.48=117 111,43
2 2
3 3

2 und 3 5.334_5.48:121’5 115,71

Da jede Stichprobe gleichwahrscheinlich ist, gilt
E(X)=111und V(X) = E(X - X)" = B(X*) - [E(X)]” =12460.5-12321=139.5. Man erhilt

1 111
diesen Wert auch mit Gl. 10.17 da X; = 30, X, = 33, X3 = 48 und 5(30+ 33+48) = 3 ° 37,

— 111
wie man siehtist X\, =37# U= 10" 11,1.

Demgegeniiber ist die Schitzfunktion X" nicht erwartungstreu. Man sieht leicht, dass

— 1
E(X ):5(105+111,43+115,71) =110,714 statt 111. Die Varianz ist niherungsweise nach

Gl 10.17b V(X") = 3- (%—1}%[32(10—11,1)2 +3*(11-111)" + 42(12—11,1)2]= 17,955

Die Varianz von X ist meist kleiner als die von X (so auch im Beispiel) und der Prizisi-
onsgewinn bei Verwendung von X' statt X ist groB, wenn

e die Klumpenumfinge N; sehr unterschiedlich sind

¢ die Klumpenmittelwerte ii = |, weniger streuen als die Einzelwerte.

2. Schitzfunktionen fiir den Mittelwert p

Der folgende Punktschitzer

I = k= $x - My

(10.18) “_NX_N-mjzlxj_N-m Ny,

auf der Basis des Schitzers X (gem. GI. 10.16) ist erwartungstreu (ohne Beweis und De-
monstration am Beispiel) und im Falle von N, = N ist er identisch mit

FURES RN | . = .
(10.182) [ ZEX :HZNJ'“J' mit XN, =n.Ist N; = N so ist

— . 1 1
(10.19) quz;ZuJ der Schiitzer fiir u:MZui
Die Varianz dieses Schitzers ist bei einer Auswahl von m aus M Klumpen (ZoZ) gegeben mit
(1020)  V(X)=0c

mit 6, = Varianz zwischen (between) den Klumpen. Sie ist definiert als
O T2 Ko |
O, = 2N~ =—> W —p) =— (= X; —H]

(10.20 a) PTNE M < M& N& ™

Die mit Gl. 10.20 bestimmte (wahre) Varianz von X bei endlicher Grundgesamtheit ist nicht

zu verwechseln mit der geschitzten (empirischen) Varianz von X, ndmlich \Af()A() = F \A/()A()
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Im Fall N, = N (gleiche Klumpenumfinge) erhilt man

M-m,, 1M ny .. Ao I & R

(10200)  VX)=———§ —M(;—l}sb mit 6 :m—_;(uj—p) .
Zum Verstindnis der Klumpenstichprobe ( und auch zum Vergleich der Prizision dieses
Stichprobendesigns mit der einfachen Stichprobe) ist es notwendig, den Ausdruck

o LM RS : A )

& =—>(u —fi) weiter zu analysieren (oder den Ausdruck & =—— Z( ) also den

M= m-—1j=t
Schiitzer fiir 6;). Das soll im Folgenden geschehen und es gibt hierzu auch eine kurze Darstel-

lung im Anhang
Dap, =— ZX und Zu Nu erhilt man fiir 6, nach Gl. 10.20a

1 2
(10.21) Gﬁz_ZNi(“i ZZMZ -

1 M

A
T MN? Z(ZX”‘ Nuj : N? i{i‘ T

Die Interpretation einer Summe, deren M Summanden quadrierte Summen sind, mag Schwie-
rigkeiten bereiten und wird im Anhang noch demonstriert.

Die Summe der quadrierten Summen 146t sich zerlegen in
= MN =N GroBen (x, —p)’, die in ihrer Summe die N-fache (MN -fache) Gesamtvari-
anz (0'2) der Variable X in der (endlichen) Grundgesamtheit ergeben und
= MN(N-1) Glieder der Art (x, —pu)(x, —p) mit k=1, und k,1=1,2,...,N, = N. Das

M| N N
Mittel dieser Produkte MN;_Z ZZ(xik—u)(xﬂ—u) =06, =p0"; k#l (die

Doppelsumme in den eckigen Klammern hat N(N —1) Summanden) ist die durch-
schnittliche Kovarianz (0,,) der Beobachtungen innerhalb der Klumpen und p heif3t

(durchschnittlicher) Intraklasskorrelationskoeffizient (intra-class correlation). Er ist ein
MaB der Homogenitit der Klumpen.

Man beachte, dass die Intraklasskorrelation p nicht den Zusammenhang zwischen zwei Vari-
ablen mif}t, sondern die Unterschiedlichkeit der Elemente hinsichtlich einer Variable X (bzw.
der Abweichung des X-Wertes vom Gesamtmittel p)

d) Mittelwertschiitzung bei einstufiger Klumpenauswahl und N; = N

1. Punktschitzung X
_ N ‘ X. ‘
(1015) X— Z M ZJZ_k ik _ ZHJ ,
ZN mN m
(G=1,2, ..., m; Stichprobenumfang n = m N,i=1,.,.Mundk=1,2, .., N, = ﬁ)
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Wegen der Vollerhebung innerhalb eines Klumpens ist das Klumpenmittel p; ohne Stichpro-
benfehler zu schitzen (allerdings nur bei den Klumpen, die in die Auswahl gelangen, j = 1, 2,
ey M),

Der Schitzwert [I beruht auf den m ausgewihlten Klumpen im Unterschied zum wahren Mit-
2N D
>N, M

telwert 1 der endlichen GG fiir den gilt p =

miti=1, 2, ..., M und mit

N=>N,=M-N.
2. Varianz von X

Die Varianz von X bei einer Auswahl von m aus M Klumpen (ZoZ) ist wie dargestellt
2
— o M-
(1020)  V(X)=o2=—2—""T
m M-1

wobei fiir die Varianz &; zwischen (between) den Klumpen gilt

1 M| N 2
(1021) o2 = Z{Z(Xik —M)}

i=1 |_k=1

3. Interpretation

Es soll nun gezeigt werden, dass die Qualitdt der Klumpenstichprobe von der Intraklasskorre-
lation p abhiingt. Offenbar ist MN* = MN + Mﬁ(ﬁ - 1) , so dass man aus Gl. 10.20a erhilt

> MN(N-1
1021) o= (N-1)

c’ c’
R _
N MN? D N [1+(N-Dp] N

Der Faktor in den eckigen Klammern wird auch (angenzherter) Varianzaufblihungsfaktor
(Vgp) genannt. Ist V; < 1 weil p < 01ist (Vi >1 wegen p > 0), so ist die Klumpenstichprobe

wirksamer als die einfache Stichprobe, denn Gl. 10.17 eingesetzt in Gl. 10.16 liefert:

- 6’ M-mp, [ — o’ m
(1022 V(X)=0t="-"— [1+(N—1)p]z7(1—ﬁjv&.

fiir die Varianz der Stichprobenverteilung bei einer Klumpenstichprobe (wegen n=mN) im
Vergleich zur Varianz

2 N 2 MN N 2 _ 2
(1023)  v(x)=2 Don_ o MAomN o M-m _o (1—“‘)

M

n N—l_ n MN-1 n.M—l/NN n
bei einfacher Zufallsauswahl.

Wird in Gl. 10.22 und 10.23 jeweils 6> durch & geschiitzt, so ist im Nenner der Endlich-
keitskorrektur M (bzw. N) statt M-1 (bzw. N-1) zu schreiben, so dass = durch = zu ersetzen ist

und V(X) = 6—2(1—3) Vi
n n

Man beachte, dass Vpr nur dann annidhernd das Verhiltnis der beiden Varianzen darstellt,
wenn 1/N = 0 ist. Das korrekte Verhiltnis der Varianzen ist namlich groBer. Es ist
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1
1_7

(1023a) Vi, =V, (M-m)(N-1) _ v, —N
(M—1)(N-n) 1_1\1/[

Der Nidherungswert V. ist gleich dem exakten Faktor V;L ist, wenn man M -1 =M und N -
1=N setzt. Der Ausdruck "Varianzaufbldhungsfaktor" sollte nicht zu dem MiBverstdndnis fiih-
ren, dass die Varianz der Stichprobenverteilung von X bei einer Klumpenstichprobe stets gro-
Ber sein muB als bei uneingeschrinkter Zufallsauswahl. Der Faktor Vi, (und damit auch Vy)
kann sehr wohl auch kleiner als 1 sein, er kann sogar Null sein, wie das folgende Beispiel
zeigt, d.h. man ,,gewinnt* durch eine Klumpenstichprobe, im Extremfall sogar soviel, dass
eine sichere ,,Schitzung® moglich ist, (ndmlich dann, wenn die GG aus lauter identischen
Klumpen besteht).

Da p ein Korrelationskoeffizient ist, sind die extremen Werte p = -1 und p = +1 denkbar, so
dass der Intraklass-Korrelation p folgende Faktoren erhalten kann
p=-1—V, =2-N, weil aber Vj; nicht negativ sein kann, darf p den Wert —1/ (N-1)
nicht unterschreiten

p=+1—-V, =N.

Es gilt: ist Vg, <1 so ist die Klumpenstichprobe effizienter, als die einfache Stichprobe
(ZoZ) ist Vg >1 | so ist sie weniger effizient.
Aus V, =1-(N—1)p folgt dabei fiir die Intraklasskorrelation

istp<0 dann ist auch Vg, > 1
p= 0 Vei=1
p>0 VgL < 1 (Klumpenstiprobe effizienter)

Positive Intraklasskorrelation (= Homogenitét der Klumpen) ist also vorteilhaft

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass der Fall p = +1 dann gegeben ist, wenn die Klumpen
jeweils aus lauter gleichen Elemente bestehen, wenn es also innerhalb der Klumpen von je-

weils N Elementen keine Streuung gibt. Dann ist stets 6° =6, = 6,, und die Klumpenstich-

probe ist wegen Vg, = N >1 der uneingeschrinkten Stichprobe unterlegen und zwar um so
mehr, je grofer die Klumpen sind.

Im Fall p = - 1 (bei N =2) ist es offensichtlich, dass dann wegen o; =0 die Varianz 62 =0
ist, so dass Vi, = 0 (vgl. Beispiel 10.3).

Beispiel 10.3

Mit dem folgenden Rechenbeispiel sollen die Uberlegungen, die zu den GI. 10.21 - 10.23
fiihrten verifiziert werden. Weil hier extreme Konstellationen untersucht werden, eignet sich
das Beispiel auch zur Interpretation der Gleichungen.

Man berechne 62, 67, 6y, p und Vp fiir die folgenden Situationen

a) die Grundgesamtheit besteht aus M = 5 identischen Klumpen mit jeweils N =3 Einheiten
Xi1 =3, X, =10, x3=15 (u; =..=pus=p =10)

b) die GG besteht aus 5 Klumpen mit jeweils N = 3 Einheiten (5,10, 15),
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(6,11, 16), (7,12, 17), (8, 13, 18), (9, 14, 19) mit p, =10, p, = 11, ..., us = 14, u =12
[In runden Klammern erscheinen jeweils die einzelnen Einheiten des Klumpens]
c) die 5 Klumpen seien (1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8,9), (10, 11, 12), (13, 14, 15) mit u, = 2,
M, =35 usw.und p =8.
Man berechne nun V(Y) gem. (10.20) (Varianz der Stichprobenverteilung von X bei einer
2 —_—
Klumpenstichprobe) und V(Y) = G—% , die Varianz bei einer uneingeschrinkten einfa-
n —
chen Stichprobe mitm=2,n=2-3 =6, N =15, M =5 und man interpretiere das Ergebnis!

Losung 10.3

Abgesehen von der Berechnung der Intraklass-Kovarianz G, sind die Berechnungen einfach,
so dass eine Tabelle der Ergebnisse ausreichen mag:

Fall (52 Gi = Z(u1 - H)Z/M le = pcz p VBL V;L
a |250/15=16,667 |0 (daalle Cluster-Mittel gleich) |_250/30 =-8,333 [-0.5 |0 0
1
b 1280/15 = 18,667 §(4+ 1+0+1+4)=2 -190/30 =-6,333  [-0,339 [0,321 | 0,375
1
¢ 1280/15 = 18.667 g( 36+9+0+9+36)=18 |53030=17.667 |+0.946 |2.893 |3.375

* 1-1/15
Vi = Vi {T/I/S}

Fiir Fall a) sei die Berechnung der Intraklasskovarianz 6, beispielhaft vorgefiihrt. Es sind fiir
jedes (etwa das i-te) Cluster die Produkte (x, —pw)(x; —1t) zu bilden und zu addieren. Man

erhilt hier 2-(5-10)(10-10) +2(5-10)(15-10) +2(10-10)(15-10) = =50. Die Summe iiber
alle fiinf identische Klumpen ist also -250. Der Nenner Mﬁ(ﬁ—l) ist dann 5:32 = 30. Der

Varianzaufbldhungsfaktor ist V, =1+ (N — 1)p =1+2- (—0,5) =0, d.h. in diesem Extremfall

ist die Stichprobenverteilung von X eine ,,Einpunktverteilung mit 62 = 0. Sowohl p als auch
V3L haben in diesem konstruierten Beispiel ihre minimalen Werte.

Die Konsequenzen fiir die Stichprobenverteilung von X sind dann

Klumpenstichprobe uneingeschrinkte (einfache) Stichprobe
6;M-m o, 3 6°N-n G 9
VT M1 2 4 VO™ N1 6 14
a 0,da o; =0 25/14=1,7857 > 0
b 3/4,da o, =2 2>3/4
C 27/4 =6,75,da o; =18 2<6,75
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Bemerkungen zu den Ergebnissen:

Weil die Varianz 62 in den Fillen b und c gleich ist, iiberrascht es nicht, dass in beiden Fillen
fiir die uneingeschrinkte Zufallsauswahl V(Y) =72 ist;

e dass Fall a zu einer sicheren ,,Schitzung* mit G% = V(X) =0 fiihrt ist sehr plausibel, denn

in diesem konstruierten Extremfall ist die Totalerhebung auch nur eines Klumpens iden-
tisch mit einer Totalerhebung der gesamten GG;

¢ im Fall b entsteht eine negative Intraklasskorrelation p, weil die fiinf Klumpen alle jeweils
die Werte enthalten, die in der Umgebung des Gesamtmittels p liegen

¢ sind dagegen die Klumpen so konstruiert (wie im Falle c), dass einige Klumpen mit allen
ihren Merkmalswerten unterhalb p und andere oberhalb von p liegen, so entsteht eine posi-
tive Korrelation p und damit eine Verschlechterung der Schitzung durch eine Klumpen-
stichprobe (also Vg > 1).

Beispiel 10.4

Man konstruiere Beispiele fiir Intraklassenkorrelationen von p = +1 und p = -1 und untersuche
die Konsequenzen M =5, N =2).

Losung 10.4

a) Ein Beispiel fiir p = +1 wire die folgende GG mit 5 Klumpen (5, 5), (6, 6), (1, 7), (8, 8),
(9, 9) offenbar ist 6° = 6, =2 und die Klumpenstichprobe vom Umfang mN=n=2-2=4
ist schlechter als eine gleich umfangreiche uneingeschrinkte Zufallsauswahl. Man erhilt

fiir die Klumpenstichprobe V(i) = %% =% aber fiir die uneingeschrinkte Zufallsaus-
wahl V(X) =2M =1.
4 10-1 3

Die Wahrscheinlichkeit eine extreme Auswahl z.B. die Werte 5, 5, 6, 6 zu erhalten ist im
-1

1 1 1
ersten Fall ( j = —, im zweiten Fall dagegen nur =—— also nur 0,476% statt
2 10 (10) 210
4
10%. Deshalb iiberrascht es nicht, dass in diesem extremen Fall mit einer Klumpenstich-

probe ein schlechteres Ergebnis als mit einer uneingeschrinkten Zufallsauswahl erzielt
wird.

b) Ein Beispiel fir p = -1 wire die GG (5,9), (6,8), (7,7), (8,6), (9,5). Hier ist
o; =0, 6> =2 und 6,, =-2. Offenbar erlaubt die Zichung eines beliebigen Klumpens die
exakte Bestimmung von p weil u, = ...= g, so dass es nicht verwundert, dass Vg, = 0.

e) Zweistufige (Klumpen-)Auswahl

Auf diesen komplizierten Stichprobenplan soll hier nur kurz eingegangen werden, denn Ein-
zelheiten sind der Spezialliteratur zur Stichprobentheorie zu entnehmen.

Die Varianz V(Y) 1aBt sich etzt zerlegen in eine von O'i und eine von va (Varianz innerhalb
[within] der Klumpen) abhédngige Komponente. Anders als in Gl. 10.19 sind die Klumpenmit-
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telwerte w; durch X; zu schitzen. Man erhilt wieder mit N; =N als Punktschitzer fiir i (der
Gesamtmittelwert der Stichprobe) X = ZXJ /m.

Der Stichprobenumfang ist jetzt n= z n; < ZN i = mN , weil auf der zweiten Stufe ausge-
wahlt wird (nj /Nj <1 fir j = 1, 2, ..., m). Fir die Varianz von X erhilt man mit
6, und Gy, ,i=1....M

(1024)  V(X)= Nl{w(i_ﬁj —ZN (__N_jw}

1

Es soll jetzt kurz auch in diesem Fall zunéchst die Schitzung des Totalwerts und dann die des
Mittelwerts betrachtet werden. Analog zu GI. 10.16 erhélt man mit

MN
Z——X mit X, ZX (was anders ist als in GI. 10.16)
j=1 M 1 1=1
einen erwartungstreuen Schitzer fiir den Totalwert (Merkmalssumme) der GG, der wie folgt
M N, M
definiert ist X = Z Z Xy = Z N.iu, = Nu da u=X/N erhilt man auch mit

i=l k=1 i=1

IM
X=[= X/N=—— Z ix einen erwartungstreuen Schétzer fiir p.
N mjpin; = e

Bei gleich gro3en Klumpen Verelnfacht sich i wie folgt
u——ZX mit X ——Zx
m j=1
fiir die Varianz des Totalwerts erhilt man

(10.25) V(X):xl(%—lj —Z (——1}

1 — —
mit ©; =—Z(X» —X)2 wobei X; die Merkmalssumme des i-ten Klumpens und X die

durschnittliche Merkmalssumme ist (X =M XX, = M INW #u== ZNlu ) nd

> (x, —m,)’

1
Wi - N =1
o, ist wieder die Varianz zwischen /between) den Primireinheiten (Klumpen) und ., sind die
M Varianzen jeweils innerhalb (within) der i-ten Priméreinheit (also die Varianzen zwischen
den Sekundireinheiten). Auf die Aufgabe des Varianzschitzers soll hier verzichtet werden.
Die eingefiihrten Begriffe werden anhand eines Beispiels demonstriert.

— . 1 R
Da fiir den Schiitzer X des Mittelwerts p gilt X = EX ist
- 1| M (M-m MZ N’ N -n
1026 V(X)=— _ 62+— 1 i i 62-
(10:20 0 N{M—l( m j ’ mz;‘ N,-1 n, W‘}

In vielen Lehrbiichern findet sich auch die folgende Formel
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I B S T M 1 o1) .|
V(X)=—| M? (———j . +— N7 (— —jc*z.
( ) NZ_ m b m 1221 i nl Nl wi
— 1M M-m . M aN>N.-n |
V(X)= +— 2 —— o,
X=N ™ %t AN n %

Es besteht kein Unterschied zur Gl. 10.30 weil die Varianzen dann wie folgt definiert sind

. . I N 2
6b2: Gf) und GWZIZNI_II(Z_I(XH(_MI) =

1 —\2
M—1Z(Xi_x) T M-1 N,

Beispiel 10.5

N

o

wi

-1

Fortfithrung von Bsp. 10.3 (Variante b, abgewandelt). Die GG besteht aus M=3 Klumpen mit

jeweils N;=N=3 Elementen wie folgt (5, 10, 15) (6, 11, 16) und (7, 12,

17). Angenommen es

werden m= 2 Klumpen ausgewihlt und innerhalb des Klumpens jeweils 2 Elemente. Man

bestimme nun die Stichprobenverteilung des Mittelwerts.

Losung 10.5

3
Es gibt jetzt (2] = 3 mogliche Stichproben auf der ersten Stufe (Auswahl von Klumpen) und

33
dabei jeweils (2](2] = 9 Stichproben auf der zweiten Stufe (Auswahl der Elemente aus den

Klumpen), zusammen also 27 gleichwahrscheinliche Stichproben. Die

Merkmalssumme der

GG betrigt 99 (weil u=11). Fiir die ersten sechs Stichproben der Stichprobenverteilung gilt

wenn die Klumpen: 1 und 2 ausgewihlt sind:

flllinll(?tlliipen Schitzung der Merkmalssumme des Klumpens igﬂfglz‘zzﬁsdes
1 2 1 2 insges.
5,10 6,11 3/215=22,5 |3/217=25,5 |3/248 =72 72/9 =8
6,16 22,5 33 83,25 9,25
11,6 22,5 40,5 94,5 10,5
5,15 6,11 30 25,5 83,25 9,25
6,16 30 33 94,5 10,5
11,16 30 40,5 105,75 11,75

Mit Beriicksichtigung der tibrigen 21 Stichproben erhilt man als Ergebnis die Stichprobenver-

teilung des Totalwerts X bzw. des arithmetischen Mittels X.

A A J—

X X P(...) X X P(...)
72 8 1/27 103,5 11,5 3/27
76,5 8,5 1/27 105,75 | 11,75 2/27
81 9 1/27 110,25 | 12,25 2/27
83,25 9,25 2/27 114,75 | 12,75 2/27
87,75 9,75 2/27 117 13 1/27
92,25 10,25 2/27 121,5 13,5 1/27
94,5 10,5 3/27 126 14 1/27
99 11 3/27
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Wie man sieht ist die Stichprobenverteilung symmetrisch und es gilt E(X)=99 sowie
E(X) =11=p. Fiir die Varianzen erhilt man V(X) = 182,25 und V(X) =2,25

Fiir die Varianzen o; und o, erhélt man in diesem Beispiel

1 _
ol = 5[(30— 33)% +(33-33)* +(36-33)*| = 6 weil M=3 und X=33=1/3 (30+33+33)

i lon

wi

%[(5—10)2 +(10-10)° +(15-10°] ==

%[(6—11)2+(11—11)2 +(16-11)°] =="
3 |503

so dass man erhilt fiir die Varianzkomponente auf der ersten Stufe (Auswahl von Klumpen)

M’ (M , 9(3 L . .
——1jo, ==|7—-1/6=135 und fiir die Varianzkomponente auf der zweiten Stufe
M-1\m 2\2

o Mo NE [N
(Auswahl von Einheiten innerhalb der Klumpen) — 2. N —1\5 1|o,, =168,75 erhilt
m .—1 \n,

4. Weitere Stichprobenpline

a) Ungleiche Auswahlwahrscheinlichkeiten: PPS-Verfahren

Prinzip: Beriicksichtigung der Groe (des Merkmalsbetrags x;) der Einheiten (i = 1,2,...,N)
einer endlichen GG bei Auswahl und Hochrechnung (Auswahl mit der Wahrscheinlichkeit w
proportional zur GroBe x; der Einheit 1 [probability proportional to size PPS] statt mit w,=1/N
fiir alle 1 bei einfacher Stichprobe).Die Schitzfunktion fiir i lautet mit w, gem. Gl.. 10.28:

_ n X.
(10.27) X:lZNJ (j=12,...,n) mit

=t W

(1028) w. o =—i_ =2 (iz12..N)

1 ZXi Nu

1
im Unterschied zur einfachen Stichprobe mit X = — Z X;

Sie erlaubt eine exakte ,,Schitzung* von W (sogar mit n=1) wenn w, = p,, also w, identisch

ist mit dem Anteil von x; am Gesamtmerkmalsbetrag ' x, . Im allgemeinen sind die GroBen
x; jedoch nicht bekannt und damit auch nicht die Anteile p,. Meist wird w, mit einem ande-
ren Merkmal Y (etwa Y: Fliche bei der Schiitzung von X: Ernteertrag) geschitzt als

(10.29) W = . und w ist (anders als w;) mit dem Anteil p; nicht identisch.

’ Zyl

N
X,
Es gil h ZmZ E E .
s gilt bei Stichproben Zm ( ) z (ij N z ‘W,

=1 =1 i=
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. 1 n X 1 2n N X 2 1 1 N X2
(10.30) o3 = V(X) (HENWJ . ZZp LY B NZ SR

Fiir w, =1/N erhilt man die bekannten Ergebnisse fiir die einfache Stichprobe E(i) =U

und V(Y) =6 /n. V(X) nach Gleichung 10.30 ist erwartungstreu zu schiitzen mit:

2
R I & X
62 =— ——X| w |[l-(n=-Dw |.
: nj_Zl(ij j [1-t=Dw]
Die Differenz zwischen der Varianz der Stichprobenverteilung von X bei einfacher Stich-

|2 ( 2 X? j
. . . AV —_ X — ! .
probe und bei PPS ist somit n ;:1 i Nzwf pi

Mit w, =1/ N gibt es keinen Genauigkeitsgewinn (AV=0) und die Varianz V(X) bei PPS ist
dann kleiner (AV > 0) als bei einfacher Stichprobe, wenn der Ausdruck in den eckigen
Klammern positiv ist. Das ist z.B. der Fall, wenn fiir w, Gl. 10.22 gilt, denn dann ist dieser

Ausdruck x* — > u’p, = x2 —u? =62 >0, wobei x* das zweite und [ das erste Anfangs-

moment der endlichen GG ist.

b) Mehrphasige Stichproben

Eine zweiphasige Stichprobe (auch double sampling) genannt liegt vor, wenn aus einer
Stichprobe von n aus N Elementen der GG (z.B. eine einfache Stichprobe) erneut eine Stich-
probe von m aus (diesen) n Elementen gezogen wird.12 Das Verfahren ist i.d.R. nur sinn-
voll, wenn der Vorteil einer Schichtung (nach dem Merkmal Y) oder einer gebundenen
Hochrechnung (bei Benutzung der Information iiber Y) den Nachteil der Reduktion des Um-
fangs von n auf m iiberkompensiert und z.B. die Variable Y (anders als das Untersuchungs-
merkmal X) leicht aus einer Kartei zu entnehmen ist. Die erste Stichprobe dient der Beschaf-
fung von Informationen iiber Y, mit der eine zweite , kleinere (m < n) Unterstichprobe gezo-
gen und untersucht werden kann.

12’ Der Begriff zweiphasig wird auch im Sinne von zweistufig benutzt. So z.B. im Buch von E. P. Billeter-Frey
und V. Vlach, Grundlagen der statistischen Methodenlehre, UTB Bd. 1163, S. 192 ff.
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Anhang

Terminologische Festlegungen aus Ubersicht 8.1 und 8. 2 meines Buchs im Oldenbourg Verlag

direkter Schluf3

indirekter Schluf3

Name des | Schwankungs- @, Prognose- oder
Intervalls | Toleranzintervall b intervall

Konfidenz-, Vertrauens- oder Mutungs-

1 -a |Sicherheitswahrscheinlichkeit
oder Prognosewahrscheinlichkeit

Sicherheitswahrscheinl.t oder Vertrau-
ens- oder Konfidenzniveau (oder -grad)

o Irrtumswahrscheinlichkeit oder beim Testen: Signifikanzniveau

) Der Begriff wird auch benutzt fiir ein Intervall auf der x-Achse (meist symmetrisch um ) der N(u,G 2) - Ver-

teilung statt auf der X - Achse bei der Stichprobenverteilung von X, also der Verteilung N(1,G 2/n).
b) Dieser Begriff wird auch anders gebraucht.

Grundgesamtheit @

Stichprobe(n) »

allgemeine Terminologie

Parameter 0

Kennzahl (Schiitzer) 0

Beispiele
1. Mittelwert (heterograd)

Mittelwert u (endl. GG) oder
Erwartungswert 1 = E(X))

X (Stichprobenmittelwert)

2. Anteilswert (homograd)

T Zweipunktverteilung Z(7)

p (Anteil in der Stichprobe)

3. Varianz

6’ (bzw. homogr. 6°=n(1-T))

62 oder s’

4. Mittelwertdifferenz
(heterograd)

U, —u, (Mittel- oder Erwar-
tungswertdifferenz der GG)

X, — X, (Mittelwerte der
Stichpr., Umfinge n, und n,)

a) endliche (Umfang N) oder unendliche Grundgesamtheit

b) vor Ziehung einer Stichprobe einer Zufallsvariable (Schitzfunktion vgl. Def. 7.4) é =1(X1,X2,...,
X;); nach Ziehung eine Realisation dieser Zufallsvariable (ein Funktionswert der Stichproben-

funktion) é =f(x1, X2,..., Xp) (entsprechend X und X usw.).
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Ubersicht 8.8:

Punktschdtzung von Mittel- bzw. Anteilswert und Varianz

a) Mittel- bzw. Anteilswert , Stichprobe Ziehen mit Zuriicklegen (ZmZ)

heterograd homograd

Schitzfunktion fiir i=X-= 1 e A _p= X (X = ¥X)
Wwbzw. T n n
Eigenschaften der — — o B _n(l-7)
Schitzfunktion EX)=un, V(X) = 0 E(R)=m, V(P) = n

_ o2 P-N (1 T(l—-Tm)

X ~N (u, ?) (, " )

b) Varianz

Schitzfunktion fiir | .o 1 = n oo
die Varianz © _n_lz(xi X) _1PQ mitQ=1-P
Eigenschaften der |E(6?) = o7, plim 6° = 6° Erwartungstreue, I§onsistenz wie im
Schitzfunktion heterograden Fall

¢) Stichproben aus endlicher Grundgesamtheit ohne Zuriicklegen
(ZoZ); Schitzfunktionen X und P wie unter a)

Varianz der Schitz- o> Nen o’ n(l-1) N—n

funktion X bzw. P |V(X)=— <— V(P) = — N1

fiir L bzw. n N-1 n

* EB(PQ) = Il—_171:(1 —T) , so dass die Schitzfunktion (Stichprobenfunktion) n I'PQ (statt PQ)
n n—

erwartungstreu ist.

Klumpenstichprobe o
Interpretation der externen Varianz o, bei der Herleitung der Varianz von X

2
. = 6, M—m . . . . .
In der Varianz V(X) =02 =—2 v erscheint mit o, die externe Varianz (zwischen den
m

X

Klumpen, die als Einheiten betrachtet werden)
1 & l < 1
62:— N. .- L — Niluw. — 2:— .= 2
b= N = T N ) = D -
Wir betrachten nun die Berechnung von p; aufgrund der Einzelwerte innerhalb des i-ten

Klumpens

N

— M (X — Y —
N* liefert o, = N 2 ( XX, — Nuj da 2u=N-p kann man dies auch schreiben als
i=1 \ k=1 k=1
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[v]z\

o= 3 S, -u))

MN i=1

Zur Analyse dieses Ausdrucks X[X(..)]" betrachten wir das Beispiel N=3, M=5. Man erhilt
dann
N 2 '}
53 (Xn _H)"‘(Xlz _M)+(X13 _H)] +---+[(X51 _I-L)"'(st ) (X53 )]
erster Klumpen (i=1) fiinfter Klumpen (i=M =5)

die erste eckige Klammer ergibt mit zj = Xjx - 1

[ ]2 =2}, + 25, + 203 +22,,2), +22,,2,5 + 22,52,

i=1
und ist eine Summe von MN = 5-3 Gliedern des Typs (xik - u)2 =z, und entsprechendes gilt
fiir die tibrigen Klumpen. Insgesamt erhédlt man also

2

1 2 2 2 2 2 2
G, = MN? [(Zn tzZ,tZ;+ 25+ 25, + 27 )]

1
+— 22,2\, +..4 22,25 +..4 22525, +22525;+22,,2;)]

3) (N) N(N- 3
(ZJZ(I;]: N(l;] 1) Glieder (2]:3 Glieder des Sten Klumpens

oder einzeln ausgeschrieben (statt 2z,,z;, geschrieben z,1z1,+21,21; usw.)

Der Gesamtausdruck (z2,+..+z2) der ersten Zeile ist die N-fache Gesamtvarianz o7, so dass
2

1 c —
it — (... =—weilN=M:N.
gilt =5 () <
Die zweite Zeile besteht aus M - N(ﬁ— 1) Glieder der Art zjzi=(Xik-M)(xj-u) und das Mittel
11
tiber diese Produkte zyz; ist WNDZ[Z (x, —p)(x, - u)} die durchschnittliche Kova-

rianz der Beobachtungen innerhalb der Klumpen

1 1 . .
LN(N I)ZZ( w(x, “)J:M(le,l-i_"'—i_ckl,M):le und ein MaB fiir die Unter-

schiedlichkeit der Werte innerhalb der Klumpen.



