Andreas Kladroba

Die Reproduktivitit der Gamma-Verteilung

1. Einleitung

Auch wenn man haufig den Eindruck hat, dass es gerade in der Okonomnéb&sgen

zu geben scheint, jeden Sachverhalt moglichst als normalverteiltetwernyshaben vor
allem linkssteile Verteilungen eine enorme praktische Bedeutuitghiven lassen sich
nicht nur Einkommensverteilungen modellieren, sondern z.B. auch Risiken i
Versicherungen und Banken. Beiden Anwendungen ist gemein, dass es sivazheit
Personen gibt, die Uber ein geringes oder mittleres Einkommen verfligen uaenge,

die ein extrem hohes Einkommen haben und andererseits bei eineh¥ensg viele
Falle von moderater Schadenshdhe, aber nur sehr selten grof3e (undeswniéure)
Schadensereignisse eintreten. Dass dabei haufig die Lognormalverteidm Einsatz
kommt, mag ein Zeichen fur die obige These sein. Die Lognormaluagehat aber
einen entscheidenden Nachteil, namlich ihre fehlende ReprodéktiReproduktivitat
spielt aber z.B. bei der Berechnung von Risiken eine entscheidendg Welin man
einerseits zwei Risikoarten getrennt voneinander modellieren, aseiesexber auch eine
gemeinsame Risikoverteilung erstellen will. Daher bieteh sic vielen Féllen die
Verwendung der Gamma-Verteilung an. Deren Reproduktivitat wird von vielen
Lehrbiichern als gegeben genannt, allerdings nur in sehr stark eidgpésehForm. Wir
werden in diesem kurzen Text die Reproduktivitat der Gamma-\tentedaher in einer

sehr allgemeinen Form ansprechen.

! Besser gesagt: die ungewdhnliche Form der Reptivitdk Wegen des Logarithmus ist namlich das
Produkt (statt der Summe) zweier lognormalverteifefallsvariablen wieder lognormalverteilt, eine
Erkenntnis, der jede praktische Relevanz fehlt.



2. Die Gamma-Verteilung

Die Dichtefunktion der Gamma-Verteilung lautet

(2) f(x)= ’B—a)x"'le_ﬂm fur x > 0,

wobei I'(a) die Gamma-Funktion darstell.

Die Gamma-Verteilung hat damit zwei Parameteund B.> Abb. 1 zeigt drei Gamma-

Verteilungen jeweils mitr = 2 und alternativen Werten f{f .
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Abb. 1: Gamma-Veteilung mir = 2

Die Momente der Gamma-Verteilung sind:
2) E(X)=aB

3) V(X)=ap

2 Vorsicht: In der englischsprachigen Literatur wardjerne die Parameter arund b = 18 angegeben.



Die Schiefe lautet:

4) y=%

Als Spezialfalle der Gamma-Verteilung kbnnen angeseverden:

e Flira :g und B =2 geht die Gamma-Verteilung tber in einé - Verteilung

mit n Freiheitsgraden

e FUr =1 und ,8:% geht die Gamma-Verteilung dber in eine

Exponentialverteilung

* Fira=nundp :/‘1 geht die Gamma-Veteilung tber in eine Erlang-\ieng

3. Die Reproduktivitat der Gamma-Verteilung
Ziel dieses kurzen Textes ist es nicht zu zeigessdie Gamma-Verteilung reproduktiv
ist (das kann als bewiesen angenommen werden),esongie die Parameter einer

Summe zweier gammaverteilter Zufallsvariablen laute

Im allgemeinen wird Reproduktivitait der Gamma-Viuteg in folgender Form

angegeben:
Sind zwei unabhangige Variablex, ~(a,, 8) und X, ~(a,, 8), dann
istY=X,+X,~T(a,+a,,B).2

Wir wollen diese Aussage im folgenden um folgendeki®e erweitern:

1. Die Verteilungen der beiden Variablen konnenertsthiedliche Parametdsy

haben.

2. Die Variablen konnen korreliert sein.

% Vgl. z.B. Rinne, Taschenbuch der Statistik, S. 350



Der letzte Punkt ist bei der Risikoberechnung veoof3gr Bedeutung, weil man sich
vorstellen kann, dass z.B. Gebaudeschaden und Bfidden miteinander korrelieren

(z.B. durch Witterungseinfliissé).
Es gelte also allgemein:

Sind zwei ZufallsvariablenX, ~(a,,8,) und X, ~T(a,,B,), dann ist

Y=X+X,~Ta,.B,)
Zu bestimmen sind also noeh, und S, .

Wie bereits oben erwéhnt, sind:

(5) E(Y) =a,B,—>a,= # und
(6) v(v)=a,8; = a,= %

Wir haben also ein Gleichungssystem aus zwei Qlgighn mit zwei Variablen, das wir

nacha, und g, auflosen mussen. Aufgrund von (5) und (6) erhaltgn
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Wegen (5) und (7) ist damit

(8) E(Y)= ay% —a, = '\5/(8\(())2

Fir die Momente von Y gilt:

) E(v)=E(X))+E(X,) = a5, +a,,

(10) V(Y)=V(X,)+V(X,)+2C(X,, X,) = a,82 +a,B2 +2C(X,, X,)

Wir erhalten somit:

* Dass es sich dabei nicht um eine Korrelation aufgreines Kausalzusammenhangs, sondern eher um
eine Scheinkorrelation handelt, andert nichts anTédgsache, dass eine solche Korrelation rechrerisc
existieren konnte.



- alﬁlz +02,822 + ZC(Xl’ Xz)

- g B +a,pB,
und
(12) g = @B+ap)

’ alﬁlz -I-6121£322 + 2C(X1’ XZ)

Sollte statt der Kovarianz die Korrelatign, gegeben sein, lasst si@(X,, X,) leicht

ersetzen durch:

(13) C(Xv Xz) =P, 0,10, = P54 alazﬁlzﬁzz = :012:81:82\/0'10'2 :

Der Einfluss der Korrelation auf die Verteilung vd¥nsei an einem einfachen Beispiel
mit X, ~(52) und X, ~T(46) demonstriert:

Our c(X,,X,) a, B, Yoss
0 0 7,0488 |  4,8235 70,6215
0,3 16,0997 | 5,892 5,7706 73,8786
0,5 26,8328| 5,3109|  6,4019 77,3182
0,7 37,5659| 4,8342|  7,0333 79,8298
1 53,6656 | 4,2605|  7,9803 83,4564

Bezugnehmend auf das oben genante Beispiel (zwezekisiken vs. einem
Gesamitrisiko) ist besonders die Differenz zwiscden Summe der 0,99-Quantile der
beiden urspriinglichen Verteilung und dem 0,99-Qudet Verteilung der summierten
Variablen von Interesse. Die 0,99-Quantile der ninsglichen Verteilungen betragen
23,207 und 60,271, die Summe ergibt somit 83,4T1&dist (das zeigt das Beispiel) also
nur mit dem 0,99-Quantil von Y identisch, wenn dieiden Variabeln vollstandig
miteinander korreliert sind.Das Gesamtrisiko kann also nur in diesem Fallviriz

Einzelrisiken aufgesplittet werden.

® Dies ist z.B. auch bei der Normalverteilung so.



