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Es gibt viele Biicher iiber Schwierigkeiten mit Statistiken (bzw. dariiber, wie man von Statis-
tiken getduscht wird oder sich tduschen lésst). In ihnen werden Verstindnisprobleme, mit de-
nen offenbar viele Menschen bei Statistiken zu kdmpfen haben zu "Liigen mit Statistik" oder
"Liigen mit Zahlen" gemacht und beliebt ist es auch, diese Probleme damit zu erkldren, dass
die Denkweisen im Alltagsleben und in der Statistik oft sehr verschieden sind. Das wird mit
zahlreichen Beispielen von sog. "fallacies" und "biases" illustriert, wobei oft Phdnomene, die
eng miteinander verwandt sind oder gar auf das Gleiche hinauslaufen unter verschiedenen
Namen bekannt sind (z.B. Scheinkorrelation und Simpson's Paradoxon). In diesem Papier
wird versucht, zu zeigen, was hinter solchen "biases" und "Paradoxien" steht und wie man
entsprechende Fehlinterpretationen systematisieren und analysieren kann. Dabei versuchen
wir mit einem gemiBigten Schwierigkeitsgrad' in puncto Mathematik und Statistik die Natur
der hdufig gemachten Fehler zu bestimmen und auch moégliche Zusammenhédnge zwischen
thnen und den Denkgewohnheiten vieler Menschen aufzuzeigen.
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! Einige Vorkenntnisse (z.B. aus einfiihrenden Lehrveranstaltungen zur Statistik) wiren sehr zu begriifen.
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1. Was heif3t "verstehen'" im Zusammen-
hang mit Statistik?

Nachdem Darrell Huff 1954 mit "How to Lie
with Statistics" einen Bestseller gelandet hat
sind unzihlige dhnliche Biichern von Nach-
ahmern erschienen, nicht nur in englischer’
auch in deutscher Sprache und die Produkti-
on entsprechender populdrwissenschaftlicher
Biicher geht auch heute noch, 60 Jahre nach
Huff (1954) ungebremst weiter. Dies zeigt
zumindest, dass viele ein Interesse an diesem
Gegenstand haben, vielleicht auch weil sie
alle ihre Not mit der Statistik haben.

Ahnlich verhilt es sich mit anderen, thema-
tisch eng verwandten Biichern, in denen ver-
sucht wird, unsere Schwierigkeiten mit Sta-
tistik mit entwicklungsbiologisch bedingten

Defiziten unserer Denkstrukturen zu erklaren.

Danach sind es sozusagen die Lebensbedin-
gungen der Steinzeit gewesen, auf die wir
zwar seinerzeit gut eingestellt waren, die es
uns aber jetzt, viele tausend Jahre spiter, so
schwer machen, bei Statistiken nicht intuitiv
naheliegenden Fehlschliissen zu erliegen.
Offenbar hatte das Verstehen und Interpretie-
ren von Statistiken keine Selektionsvorteile
beim survival of the fittest geboten, denn
sonst wéren wir inzwischen wohl schon bes-
ser geriistet flir den Umgang mit den vielen
Statistiken, die uns taglich geboten werden.

Es geht bei Statistiken — und das ist im Kern
die Botschaft der besagten Biicher — um eine
ganz andere Art zu denken als die im All-
tagsleben gewohnte, und das ist es auch, was
es erkldrt, dass so viele, auch intelligente
Menschen bei der Interpretation von Statisti-
ken zu falschen Uberlegungen neigen und
thnen dann die richtige Interpretation nur so
schwer einleuchtet.’

In beiden Fallen (Schriften iiber sog. "Liigen"
mit Statistik und {iiber unsere atavistischen
Denkstrukturen) hat man bei den vielen neuen

> Mit Campbell (1974), Kimble (1978) Jaffe/Spirer
(1983), Wang (1993) und vor allem Robert Hooke
(1983) habe ich nur einige einschldgige Biicher unten
bei den Literaturangaben aufgefiihrt.

? Sicher ist es zumindest ein Denken, das zusammen
mit der dazugehorigen Disziplin "Statistik" erst sehr
spét (vor etwa 300 Jahren) aufkam.

Biichern auffallend oft das Gefiihl, wieder Alt-
bekanntes zu treffen. Es scheint, als werde alle
paar Jahre ein Bestseller aus den bekannten
Thesen und Beispielen fritherer Bestsellern
komponiert.*

Dass viele Verstindnisschwierigkeiten haben,
ist unbestritten. Aber worin bestehen sie und
was heifit iiberhaupt "verstehen" im Zusam-
menhang mit Statistik? Es ist zu unterschei-
den:

| Verstehenvon |

/\

Statistik Statistiken
(Methoden) (Ergebnisse)

~—"

kognitive
Defizite
Fiir uns stehen hier Methoden der Statistik
im Vordergrund, also — wie in Lehrbiichern —
das Fach Statistik und weniger die Ergebnis-
se von Statistiken, und deren inhaltliche In-
terpretation.

nichtkogniti-
ve Defizite

In den erwéhnten Schriften iiber sog. "Liigen"
mit Statistik wird gerne der Umstand thematisiert,
dass bestimmte Messkonzepte (z.B. Messung der
Arbeitslosigkeit durch die Arbeitslosenquote
oder der Wirtschaftsleistung durch das Inlands-
produkt) in der Statistik (z.B. in der amtlichen
"Wirtschaftsstatistik") unbefriedigend sind. Dass
es Konzepte (Begriffe) gibt, die "naturgeméif"
schwer zu messen sind und man sich dabei mit
Konventionen hilft, die kontrovers sind und dies
auch immer sein werden, kann man der Statistik
nicht anlasten. Es ist ziemlich unsinnig, hier von
(indirekten) "Liigen" zu sprechen.

So etwas und die konzeptionellen Probleme der
Messung von Konstrukten, wie z.B. auch von
"Gerechtigkeit" oder "Glick", was aktuell in
Mode ist, soll uns hier nicht beschéftigen. Es
geht uns hier vielmehr nur um Schwierigkeiten
des Verstehens von im engeren Sinne statistisch-
methodischen Inhalten. Dies und Griinde fiir das
hiufige Missverstehen von Statistik ist auch Ge-
genstand einer sich offenbar allmdhlich unter
dem Namen "statistical cognition" entwickelnden
Teildisziplin innerhalb der Statistik.’

* Plagiatsjiger miissten hier auf ihre Kosten kommen,
aber die jagen ja bevorzugt Dissertationen von Politi-
kern und nicht populdrwissenschaftliche Schriften.

> Cumming definiert es als "the empirical study of
how people understand, and misunderstand statistical
concepts and presentations."
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Man kann kognitive und nicht-kognitive De-
fizite beim Verstehen von Statistik unter-
scheiden. Zu den kognitiven gehoren Defizi-
te in puncto Mathematik, logisches Denken
und "number sense".’
Es ist klar, dass Statistiken nicht richtig ver-
standen werden, wenn Defizite schon bei einfa-
cher Mathematik auftreten, wenn man z.B.
glaubt, dass sich nach einer Zunahme um 20%
im letzten Jahr (t-1) und einer darauf folgenden
Abnahme um 20% in diesem Jahr (t) per Saldo
nichts verdndert hat, wihrend es in Wahrheit
um eine Abnahme um 4% (vom Stand zu Be-
ginn des Jahres t-1) geht.

Andererseits ist auch nicht nur die Mathematik
betroffen, wenn es um das "Verstehen" geht.
Um Statistik zu "verstehen", muss man nicht
auch die entsprechenden Beweise (z.B. von
Grenzwertsitzen) begriffen haben. Oft wire es
schon gut, wenn es nicht an der (gerade bei der
Mathematik geforderten) Fiahigkeit und Bereit-
schaft mangeln wiirde, sich ausreichend zu
konzentrieren und sich die ndtige Zeit zu neh-
men, um sich ein Problem sorgfiltig gedanklich
zurechtzulegen.” Man kann auch bei der Inter-
pretation von Statistiken nicht erwarten, dass
man halb bei der Sache und "von jetzt auf
gleich" alles durchblicken kann.

Zu den nichtkognitiven Fahigkeiten bzw.
Defiziten gehort die — sich vielleicht seiner-
zeit unter Steinzeit-Bedingungen als vorteil-
haft entwickelte — Neigung,

e zu vereinfachen (bzw. sich schnell mit
einer plausiblen Losung zufrieden zu ge-
ben) und als weniger wichtig Empfunde-
nes ausblenden;

o selektiv Erwartetes wahrzunechmen, Be-
statigung fiir bislang Geglaubtes zu su-
chen, aber Anderes zu ignorieren und
schnell wieder zu vergessen;

6 Keith Devlin unterscheidet "number sense", ein an-
geborenes (und offenbar schon bei einigen Tieren vor-
handenes) Gefiihl fiir "numerocity" und "numerical
ability" sowie die hoher entwickelte "algorithmic
ability" (die Fahigkeit Sequenzen von Operationen
mit Zahlen durchzufiihren). Anders als das Verstehen
von statistische Analysen hat number sense durchaus
Uberlebensvorteile: Erkennen, ob angesichts der
(mdglichst schnell und nur grob geschétzten) Zahl der
Gegner Angriff oder Flucht die bessere Option ist.

7 Anders als bei der Statistik zweifelt man bei der
Mathematik nicht daran, dass so etwas notig ist.

e nach Ursachen zu suchen und dabei den
Einfluss von Zufall zu unterschétzen;

e personlichen Eindriicken und in Gruppen
herrschenden Meinungen mehr zu glau-
ben als "objektiven" Zahlen® und einer
skeptischen Uberpriifung (wenn diese
iiberhaupt versucht wird) und

e Zahlen als Fakten zu nehmen, und sich
nur wenig oder gar nicht in die Bedin-
gungen hineinzudenken unter denen die
Statistik diese Zahlen gewonnen hat.

Gerade der zuletzt genannte nichtkognitive
Fehler hat sicher nichts mit zu wenig Ma-
thematikkenntnissen zu tun. Wir bringen
zwei Beispiele fiir zu wenig Phantasie und
gesunden Menschenverstand, was das Zu-
standekommen der Zahlen einer Statistik und
deren Aussagefahigkeit betrifft:

1. Ein in der Literatur oft zitiertes Beispiel
war die Untersuchung der Schidden an briti-
schen Flugzeugen nach Kampfeinsitzen im
Zweiten Weltkrieg. Bei der Entscheidung,
auf ein "extra armour plating on the places
with no or few bullet and flak-holes" zu ver-
zichten und nur die besonders beschidigten
Stellen zu verstdrken, wurde nicht daran ge-
dacht, dass zwar der Rumpf oft deshalb nicht
beschadigt war, weil gerade die hier beson-
ders beschiadigten Flugzeuge gar nicht erst
vom Kampfeinsatz zuriickgekommen sind.’

2. Ein anderes Beispiel fiir mangelnde Phan-
tasie bei der Wiirdigung der Aussagefdhig-
keit einer Statistik habe ich selbst Mitte der
90er Jahre an der Universitit Essen (damals
noch nicht fusioniert mit der Universitat
Duisburg) erlebt:

Im Rahmen von Befragung von Studenten zur
Qualitat der Lehre, die seinerzeit in Mode ka-
men, wurde vom Rektorat ergénzend zu einer
Tabelle extra (und besonders vorwurfsvoll)
vermerkt, dass ein Student gesagt habe, ein Pro-
fessor des Fachbereichs wiirde seit 40 Jahren

8 "We prefer stories to statistics" und der Mensch ist
ein "story teller" (Thomas Kida). Das entspricht sehr
stark dem, was ich (ohne von Kidas Schrift zu wissen)
oft "impressionistische" Methode nannte.

? Man kann auch sagen, dass die untersuchte Gesamt-
heit wegen der survivor bias (mehr dazu spéter) gar
nicht "reprisentativ" war.
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genau dieselbe Vorlesung halten. Ich habe dann
in einem Brief an das Rektorat gefragt,

e wie alt der Student ist, wenn er schon 40
Jahre lang in Essen studiert,'’

e wie jemand es fertig bringt, sich 40 Jahre
lang die gleiche Vorlesung anzuhoren,

e und ich habe mich auch dazu bekannt, dass
ich seit ca. 20 Jahren in meiner Vorlesung
die gleiche Formel fiir die Dichtefunktion
der Normalverteilung benutze, und das auch
ganz ohne dabei ein schlechtes Gewissen zu
haben.

Eigentlich hatte ich damit gerechnet, dass der
Brief als humoristischer Beitrag eines Sonder-
lings in den Akten verschwinden wiirde, aber er
wurde von der Rektorin, die wir damals an der
Uni Essen hatten, wiederholt zitiert und tiberall
sehr ernsthaft diskutiert, was wohl zeigt, dass
einem solche naheliegenden Gedanken gar
nicht gekommen sind."'

Nichtkognitive Fehler diirften nicht selten
sein, gleichwohl liegt die Ursache fiir Fehl-
urteile bei der Interpretation von Statistiken
wohl doch oft eher im kognitiven Bereich,
insbesondere auf dem Gebiet der Logik (sind
die Schliisse, die ich aus den Zahlen ziehen
korrekt?), weshalb wir deshalb auch im Ab-
schnitt 2 mit solchen Fragen beginnen wol-

len.Sowohl in Abschn. 2, als auch in Abschn.

3 geht es um nicht ganz einfach zu verste-
hende Gegenstinde aus der Wahrscheinlich-
keitsrechnung. Man mag sich fragen: warum
gerade dieser vielleicht eher abschreckende
Anfang dieses Papiers, zumal doch auch die
Lehrveranstaltungen in Statistik meist mit
der Deskriptiven Statistik und nicht mit der
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu beginnen?

Dazu ist zu sagen, dass dieses Papier nicht ein
kurz gefasstes Lehrbuch der Statistik sein soll,

' Es sollte klar sein, dass er eigentlich schon im
Rentneralter sein miisste und somit nicht reprisentativ
war (auBerdem bestand die Uni Essen damals auch
noch keine 40 Jahre). Damit war die zitierte Aussage
bestenfalls ein Geriicht und wenig wert.

"' Wie wenig Zahlen allein, ohne Beriicksichtigung
ihrer Entstehungsgeschichte wert sind zeigt auch die
folgende im Buch von Stephen Campbell erwidhnte
Geschichte. Danach wollte Ende des 16. Jahrhunderts
ein gewisser Herr Weirus, der fiir den Herzog von
Kleve arbeitete festgestellt haben, dass es aktuell auf
der Welt 7.405.926 Damonen gébe.

sondern nur das Verstindnis einiger hiufig be-
nutzter Denkmuster in der Statistik behandeln
soll, ' bei denen jeweils Wahrscheinlichkeiten
eine wichtige Rolle spielen.

AuBlerdem hatten wir in Sachen Statistik
zwel historische Einschnitte, wovon der
zweite wohl der wichtigere ist, ndmlich

e der Beginn einer vorwiegend numeri-
schen statt bis dato ausschlieBlich ver-
balen Beschreibung von Beobachtungen
(der Beginn der Statistik als eine be-
schreibende Staatenkunde),'® und

e die Nutzbarmachung der Wahrschein-
lichkeitsrechnung fiir die Statistik, zu-
nichst in Gestalt von Stichproben und
dann — bis heute anhaltend und unver-
mindert erfolgreich — mit sog. stochasti-
schen (d.h. Zufallsvariablen enthalten-
den) "Modellen".

Der zweite Einschnitt ist fiir die Statistik nach
modernem Verstdndnis bedeutsamer; er machte
die Sache aber wohl auch "schwieriger", und
das fiihrt uns zu einem Thema, auf das hier, zu
Beginn, schon vor der Behandlung der eigent-
lich statistischen Gegenstinde, hinzuweisen
niitzlich sein mag:

So, wie man dariiber streiten kann, wie uns
heutzutage vielleicht noch Relikte aus der
Steinzeit ein korrektes Verstehen von Statis-
tiken verbauen, kann man auch dariiber spe-
kulieren, was unsere heutige Welt des Sur-
fens im Internet, SMS Schreibens usw. zu-
mindest auf lange Sicht bedeuten konnte fiir
unsere Fihigkeit und Neigung, sich mit an-
spruchsvollen statistischen Methoden zu
beschiftigen. Eine sehr pessimistische Sicht
hierauf findet man bei Richard M. Restak,
einem US Neurologen, der unter der Uber-
schrift "Technology and the new brain"

"2 Es geht uns hier mehr um "Hintergriinde" von Me-
thoden, was einen Einstieg mit der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und deren Dominieren iiber die De-
skriptive Statistik (wie meist in US Lehrbiichern)
rechtfertigen mag, wiahrend man nach deutscher Tra-
dition eher mit der fiir die Praxis wichtigeren und
wohl auch am Anfang leichter zu verstehenden De-
skriptiven Statistik beginnt.

" In dem Papier "Statistik und Manipulation" bin ich
auf diese seinerzeit (zur Zeit der Aufklarung im 18.
Jahrhundert) durchaus revolutiondre Neuerung der
Quantifizierung ndher eingegangen.
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schreibt: "I think we might lose the ability to
analyze things with any depth and nuance"
Er fiihrt hierzu als Begriindung (oder Illust-
ration) an

e als Folge des alles dominierenden SMS
Stils "...anything longer than a sentence or
two may well go unread. Since there isn't
tolerance under these circumstances for an-
ything beyond raw information ... the crea-
tivity ... is diminished",

e als Folge von "our increasing exposure to
and reliance on images" haben wir " a less-
ening of our brain's capacities for infor-
mation analysis, critical thinking, imagina-
tion and reflection" und schlieSlich

e "Distraction is everywhere... Short atten-
tion spans are becoming the communication
norm" dies und das Surfen "from topic to
topic" bleibt nicht ohne schidliche Konse-
quenzen fiir "our brain's most powerful
functions, concentration and focus."

Ohne "concentration and focus" kann nie-
mand Statistik und die dahinterstehende
Mathematik verstehen. Es ist mir durchaus
bewusst, dass gerade die nichsten beiden
Abschnitte in dieser Hinsicht sehr an-
spruchsvoll sind. Ich habe sie, auch auf die
Gefahr des "going unread" hin gleichwohl
an den Anfang gestellt, weil ich (aus meiner
Lehrerfahrung heraus) der festen Uberzeu-
gung bin, dass an der Miihe des lidngeren,
genauen Nachdenkens kein Weg vorbei-
fithrt.'*

2. Wahrscheinlichkeiten, logisches Denken
und das Theorem von Bayes

Fehleinschidtzungen bei Zahlen kann man oft
nur vermeiden, wenn man sich die Zeit
nimmt flir einige einfache Zusammenhénge
aus der Logik, Mengenlehre und Wabhr-
scheinlichkeitsrechnung.

' Betrachtet man die Flut an immer beliebter werden-
den deutschen und englischen Schriften unter dem
Motto "Even you can understand Statistics" genauer,
so sicht man, dass man oft zwar viele Seiten gelesen
hat (nur um keine Formeln sehen zu miissen) aber die
gleiche Zeit mit Nachdenken iiber die angeblich so
unndtigen Formeln besser genutzt hétte. Ich halte gar
nichts von derartigen Biichern.

a) Logische Schlussweisen und bedingte
Wahrscheinlichkeiten

Der folgende Schluss heillt modus ponens; er
ist giiltig und charakterisiert die Deduktion

1.wenn A dann B (das ist die Bedingung
[Pramisse], eine als richtig erkannte
konditionale Aussage)

2.da A gegeben ist
3.also gilt B

In 2 haben wir eine mit dem Vordersatz kon-
forme Aussage. Der Schluss ist korrekt. Da-
gegen ist die folgende Schlussweise falsch'

1. wenn A dann B (wie bisher)
2. gegeben B (dem Nachsatz konform)
3.also gilt A

Taleb bringt in seinem Buch fiir die Pramisse
(Satz1) das Beispiel "all people in the Smith
family are tall". Man kann jetzt deduktiv
schlieBen:

He belongs to the Smith family — he is tall
aber nicht reduktiv
He is tall - he belongs to the Smith family.

Wir konnen leicht sehen, dass sich hier rich-
tig und falsch auch aus der Wahrscheinlich-
keitsrechnung ergibt. Die Pridmisse (1) be-
sagt danach, dass A eine (echte) Teilmenge
von B ist (symbolisiert mit A < B).

A ist eine Teilmenge von B

(und damit eine hinreichende
B [aber nicht eine notwendige]

Bedingung fiir B);

Es ist auch P(B) > P(A)

Daraus folgt flir die Wahrscheinlichkeiten
P(AB) = P(A) und P(B|A) = P(AB)/P(A) =1
(wenn A [bedingt durch A] dann auch B also:
wenn A gegeben, was symbolisiert ist mit
( |A), dann auch B oder "if A then B")

Aber es gilt nicht: Wenn B gegeben ist, dann
auch A; denn fiir die entsprechende bedingte
Wabhrscheinlichkeit P(A|B) erhélt man P(A|B)

'S Bochenski, S. 101 nennt sie "Reduktion" und nach
Taleb, S. 270 halten gut 70% der Bevodlkerung diese
falsche Schlussweise fiir richtig.
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= P(AB)/P(B) = P(A)/P(B) < 1 und sie ist
kleiner als 1, weil ja P(B) > P(A) und das
deshalb, weil die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten von "nicht A und B" (symbolisiert

mit P(AB)) groBer ist als Null, denn

P(B) = P(AB) + P(AB) = P(A) + P(AB)

und deshalb ist auch
P(A[B)=P(AB)/P(B)=1-P(A)/P(B) > 0.

Das ist auch leicht zu sehen weil ja stets gilt
P(AB)+P(AB)=1.

Bei gleicher Bedingung B kann nur entweder

A oder A (also "nicht A") eintreten, ein Drit-
tes gibt es nicht.

In der Abbildung ist — wie gesagt — A eine
Teilmenge von B (AcB) und damit nur
hinreichend fir B; denn B kann auch aus
anderen Griinden als A auftreten. Entspre-
chend ist in dieser Situation B eine notweni-
ge Bedingung fiir A, denn ohne B koénnte es
auch A nicht geben.

Wie niitzlich es ist, eine verbale Aussage in ma-
thematischer Notation noch einmal zu prézisie-
ren zeigt auch das folgende Beispiel. Der briti-
sche Psychologe Stuart Sutherland erwéhnte in
seinem Buch "Irrationality"'® die folgende Fra-
ge (quasi als Test fiir die Neigung zur Irrationa-
litét)

"Smoking increases the risk of lung cancer by a

factor of ten and a fatal heart disease by a factor of

two: do more smokers die of lung cancer than of
heart disease?"

Es hat genug Leute gegeben, die auf diese Fra-
ge mit "yes" geantwortet haben, wenn sie nicht
sogar geantwortet haben, dass doppelt (oder
fiinf Mal) so viele smoker an cancer als an heart
attack sterben.

Dabei besteht kein Zusammenhang zwischen
P(C[S)=10-P(C|S) und P(H|S)=2-P(H]S),

und wir wissen auch nichts iiber die Wahr-
scheinlichkeit P(S) und iiber die Anzahl der
Raucher.'’

' zuerst publiziert 1976, spiter auch posthum (Su-
therland starb 1998) veroffentlicht 2007 und 2013.

"7 Es gibt auch keinen Grund, dass P(C|S) + P(H|S) =
1 sein muss, denn ein Raucher kann auch weder an C
noch an H sterben.

b) Lernen durch Erfahrung: das Bayessche
Theorem

Oft wird in der Literatur das folgende, offen-
bar im "Alltags"verstindnis von Wabhr-
scheinlichkeiten als schwer empfundene
Problem genannt: Jemand geht zum Arzt und
lasst einen Test machen zur Erkennung einer
Krankheit D, die man bei ihm vermutet. Der
Test verlauft positiv (Ereignis T) und der
Arzt sagt, dass der Test sehr zuverldssig ist
weil er mit 95% positiv ausfillt.'® Der Pati-
ent geht nach Hause und ist total beunruhigt,
weil er meint, er habe mit 95% Wahrschein-
lichkeit die Krankheit D. Zur Beruhigung
kann man darauf verweisen,

e dass die 95% eine bedingte Wahrschein-
lichkeit betreffen und P(T|D) = 0,95 und

e die 0,95 nur dann gelten, wenn man die
Krankheit D auch hat, es ist aber nicht
gesagt, dass der Patient sie hat (was vor
allem dann nicht zutreffen muss, wenn
diese Krankheit generell recht selten ist)
und aullerdem gilt, dass

e der Test auch fehlerhaft anzeigen kann,
also auch P(T‘B) > ( existiert; und da es

keinen Grund gibt, dass P(T|D) und
P(T‘ﬁ) in der Summe 1 sein miissen,

denn die Bedingungen D und D sind ja
unterschiedlich, konnen wir fiir die fol-
gende Berechnung einmal annehmen, es

sei P(T|D) =0,1.

Nicht P(T|D), sondern P(D|T) ist fiir den Patient
relevant, d.h. die Wahrscheinlichkeit, D zu haben,
wenn der Test positiv war, was er ja war (die
Bedingung T ist also gegeben). Nach der Defini-
tion der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt

P(DT) P(TD)-P(D)
PT)  PT)

(1) P(D|T)=

Diese Gleichung stellt das Theorem von
Bayes' dar. Fiir die im Nenner erscheinende
"totale" (unbedingte) Wahrscheinlichkeit P(T)

' Dabei betont er vielleicht nicht so sehr: wenn man
die entsprechende Krankheit hat (bedingt durch D.

" Thomas Bayes (1701 — 1761), presbyterianischer
Pfarrer in Turnbridge Wells, Kent.
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gilt P(T)=P(TD)+P(TD) und beriicksich-
tigt man das, so erhdlt man

~ P(T|D)-P(D)

~ P(T|D)-P(D)+P(T|D)-P(D) |
Die Wabhrscheinlichkeiten P(D) und P(D) =

1-P(D) heiflen a priori (vor der Erfahrung)
Wahrscheinlichkeiten oder "prior probabili-
ties" (oder einfach priors).

(2) P(D|T)

In ihnen kommen z.B. allgemeine oder aus frii-
heren Studien gewonnene Kenntnisse iiber die
Verbreitung der fraglichen Krankheit zum Aus-
druck. Wenn danach z.B. die Krankheit relativ
selten ist, etwa P(D) = 0,05, dann ist die fiir den
Patienten eher interessante Wahrscheinlichkeit
P(DT) = P(TD) = P(T|D)P(D), was mit
0,95:0,05 = 0,0475 doch schon viel besser aus-
sieht als die 0,95 fiir P(T|D).

Wie man sieht, kommen in der Gleichung fiir
das Bayessche Theorem drei Arten von
Wabhrscheinlichkeiten vor

1) die a priori Wahrscheinlichkeiten (oder
Priors) P(D), auch incidence oder im
deutsch "Privalenz" genannt, und P(D),
wobei natiirlich P(D) = 1 - P(D), und

2) die Likelihoods P(T|D) (auch sensitivity
genannt)und P(T|D)= 1 - P(T|D), ferner
P(T‘B) und P(T‘B) ;wie man sieht, gibt
es zwei mogliche Fehldiagnosen, nam-
lich P(T|D)> 0 und P(T|D) > 0, das
widren Fehler erster und Fehler zweiter

Art wenn die Hypothese "Patient hat
Krankheit D" zur Diskussion steh‘[;20 und

3) P(D|T),P(5|T) die a posteriori Wahr-
scheinlichkeiten (posteriors oder poste-
rior probabilities).

2 Man beachte, dass hier eine Hypothese (z.B. "Pati-
ent hat D") eine (subjektive) Wahrscheinlichkeit (in
Gestalt der Priors) hat (im Sinne eines Grades der
Uberzeugtheit von der Richtigkeit einer Hypothese),
was vom Standpunkt der "klassischen" (frequentisti-
schen) Testtheorie eine sonderbare Vorstellung ist;
denn entweder hat der Patient D oder er hat nicht D.
Eine subjektive Wahrscheinlichkeit, wonach z.B.
mehr fiir D als fiir "Nicht D" spricht, hat hier keinen
Platz. Auf die unterschiedliche Herangehensweise der
klassischen und der Bayesschen Testtheorie kann hier
nicht weiter eingegangen werden.

Die a priori Wahrscheinlichkeiten werden auch
"base rates" genannt und der Fehler, sich von
95% fiir P(T|D) unnétig beunruhigen zu lassen,
weil man die geringe Wahrscheinlichkeit von
P(D) = 0,05 ignoriert wird "base rates fallacy"
genannt.”' In diesem vorliegenden Papier zei-
gen wir viele Beispiele” dafiir, dass eine Aus-
sage iiber die Likelihood P(T|D) [symptoms T,
given disease D] falschlich als eine Aussage
tiber die eigentlich interessierende a posteriori
Wabhrscheinlichkeit P(D|T) verstanden wird.
Weil es beim Unterschied zwischen P(T|D) und
P(D|T) vor allem auf P(D) ankommt, kann man
das als "base rates fallacy" bezeichnen.

Die Likelihoods kann man auch ganz allge-
mein definieren als

‘ Likelihood = P(evidence | hypothesis) ‘

und die Hypothesen, die es zu beurteilen gilt,
miissen nicht notwendig nur zwei sein, etwa
D;=Dund D,=D (oder Null- und Alterna-
tivhypothese Hy und H;), sondern es konnen
Dl, Dz, D3, ... sein.

Man sieht an GI. 2, dass P(T) ein gewogener
(Gewichte P(D) und P(D) = 1 — P(D)) Mit-
telwert ist aus P(T|D) und P(T|D) . oder

allgemein aus P(T|D1), P(T|D2).

Die Wahrscheinlichkeit fir D; wird durch die
Erfahrung nach oben korrigiert P(D;|T) > P(Dy),
wenn T unter der Bedingung D; iiberdurch-
schnittlich wahrscheinlich ist, also P(T|D;) >
P(T); entsprechend wird sie nach unten korri-
giert wenn P(T|D;) < P(T).

Der Wert des Theorems liegt vor allem darin,
dass es zeigt, wie und unter welchen Vorausset-
zungen man durch Erfahrung lernt, was so viel
heilt wie, dass sich die a posteriori Wahr-
scheinlichkeiten von den a priori Wahrschein-
lichkeiten unterscheiden.”” Im Zahlenbeispiel ist

P(D|T) =0,0475/0,1425 = 1/3 > P(D) = 0,05
und entsprechend P(D|T)= 2/3 und P(T) =
0,0475 + 0,095 = 0,1425.

! Man kann jedoch von einem anderen, "nicht-bayes-
ianischen" Standpunkt aus gesehen bezweifeln kann,
ob hier iiberhaupt eine "fallacy" vorliegt.

2 Siehe Abschn. 2d, aber auch den Anhang (S. 53f).
#In der Literatur wird "Lernen" auch als "updaten"
von Wahrscheinlichkeiten definiert und nennt dies die
diachronic (zeitlich) interpretation of Bayes.
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Was man aus dieser Betrachtung mitnehmen
sollte ist, dass es den wenigsten Menschen
moglich sein diirfte, rein gefiihlsméBig, ganz
ohne Mathematik und ihrer Symbolsprache auf
eine Wahrscheinlichkeit von 1/3 (also 33%) zu
kommen. Wir sind als Menschen, wie dies in
unzdhligen Beispielen gezeigt wurde, ausge-
sprochen schlecht darin, die Grofle einer Wahr-
scheinlichkeit "aus dem hohlen Bauch" zu
schitzen.”

¢) Bedingungen fiir "Lernen' aus der Er-
fahrung nach dem Bayesschen Theorem

Interessant ist nun, was passiert, wenn man
spezielle Annahmen iiber die beiden in die
Rechnung eingehenden Wahrscheinlichkei-
ten macht:

alle gleich extreme Werte
Likelihoods 1 2
priors (a priori) 3 4

zu 1: Das Diagnoseinstrument differenziert
nicht, ist also unbrauchbar: denn P(T|D) =

P(T‘ﬁ) = Posteriors = Priors; was nach unse-

rer Definition bedeutet, nichts aus der Erfah-
rung gelernt zu haben;

zu2: P(TID) =1 und auch® P(T‘ﬁ) = 0 (per-

fektes, unfehlbares Diagnoseinstrument) =
P(D|T) = 1, d.h. die Posteriors sind auch extrem,
unabhéngig davon wie grof3 die Priors waren,

zu 3: P(D) = 0,5 und damit auch P(D)= 0,5

(Prinzip des mangelnden Grundes) = die
Posteriors werden allein durch die Likelihoods

P(T|D) 26
P(T|D)+P(TD)

bestimmt, P(D|T)=

Das ist praktisch der Fall der klassischen Test-
und Entscheidungstheorie, bei der allein die Er-
fahrung(en) — d.h. allein die Likelihoods — die

* Wie sehr man (genauer: wohl die meisten Men-
schen) "gefithlsméBig" danebenliegen kann, wird auch
unten beim "Ziegenproblem" deutlich (Abschn.2e).

2 was nicht aus P(T|D) = 1 folgt.

*% Der Patient im obigen Beispiels, dem gesagt wurde
P(T|D) = 0,95 miisste dann tatséchlich mit einer gro-
Ben Wahrscheinlichkeit rechnen, die Krankheit zu
haben, zwar nicht mit 0,95 wohl aber mit 0,95/(0,95 +
0,1) = 0,905. Die Likelihoods addieren sich, wie ge-
sagt, nicht zu 1. Wenn das Instrument vollig fehlerfrei
wire, dann wire fir den Patienten die Wahrschein-
lichkeit auch nicht 0,95, sondern 1 (das wére Fall 2).

Entscheidung bestimmen und keine [subjekti-
ven, personlichen] a priori Wahrscheinlichkei-
ten in sie eingearbeitet werden.”’

Am Rande: Man konnte jetzt meinen, die klas-
sische Betrachtungsweise ohne die a priori
Wahrscheinlichkeit P(D) = 0,05 sei schlechter
als die bayesianische und sie beunruhigt den
Patienten unnotig mit der Wahrscheinlichkeit
von ©t = 0,905 statt nur 1/3 fiir P(D|T). Aber
das wire nur richtig, wenn man auch einen
unbestritten korrekten Wert von P(D) kennt,
was bei entsprechenden Anwendungen des
Theorems aber meist nicht der Fall ist.

zu 4: P(D) = 1 (Dogmatismus; egal was der
Test zeigt, jeder hat die Krankheit, oder
keiner hat sie P(D) = 0) = die Posteriors sind
jetzt auch genauso extrem, und zwar unabhin-
gig vom Diagnoseinstrument (die Likelihoods
interessieren nicht)

P(T|D)-1
P(DT)= 1 = ———, wenn
P(T|D)-1+P(T|D)-0
wir P(D) = 1 und entsprechend wére P(D|T)=

0 bei P(D) = 0. Ergebnis (sehr plausibel):

Es ist kein Lernen aus der Erfahrung moglich,
wenn das Diagnoseinstrument nicht differen-
ziert (Fall 1) und wenn (Fall 4) dogmatisch von
extremen (0 und 1) a priori Wahrscheinlichkei-
ten ausgegangen wird.

Interessant ist es, Fall 4 und Fall 3 zu vergleichen:

e man kann nicht durch die Erfahrung lernen,
wenn man extreme a priori Wahrscheinlich-
keiten annimmt (Fall 4), und

e man kann auch nur durch die Erfahrung ler-
nen, wenn es, wie im Fall 3 keine a priori
Wahrscheinlichkeiten gibt (oder — was auf
das Gleiche hinausléduft — sie alle gleich gro-
Be sind).*®

Das Theorem "funktioniert" — wie gesagt —
nicht nur bei der Entscheidung zwischen D

und D (oder D; und D,), sondern auch,

7 In gewisser Weise ist also die bayesianische Be-
trachtungsweise die allgemeinere.

* Fall 3 entspricht der in der FuBnote 20 erwihnten
"klassischen" Testtheorie, bei der die mit einer Hypo-
these gemachte Aussage in der Realitdt ja entweder
zutrifft oder nicht zutrifft, also keine subjektiven Ein-
schitzungen der Glaubwiirdigkeit einer Hypothese ins
Spiel gebracht werden.
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wenn iiber n Hypothesen zu entscheiden ist,
etwa Dy, D,, ... D, (i=1,...,n). Dann ist
P(T|D))-P(D))

> P(TD,)-P(D)

Wenn verschiedene Hypothesen in Erwé-
gung gezogen werden sollten, kann GI. 3
auch ein Lernen in einem Sinne formalisie-
ren, wie man es aus der Kriminalistik kennt:
zu einer positiven Feststellung (D; ist der
Téter) gelangen, indem man die nicht in Fra-
ge kommenden Moglichkeiten D, Ds, ...
ausschliefit. Aus Gl. 2 und 3 folgt nédmlich:
wenn die Likelihood fiir die konkurrierende
Hypothese kleiner wird (etwa P(T|D;) — 0; i
# 1) dann wird die a posteriori Wahrschein-
lichkeit der Hypothese, also P(D1|T) grofBer.

(3) P(DT)=

Diese Art, einen Téter zu iiberfiihren ist aber
problematisch. Ein beriihmter Fall, bei dem
ndmlich diese Logik pervertiert wurde war der
Mordprozess Sally Clark.”” Zwei ihrer Kinder
starben (Ereignis T) und die Frage war, ob

e beide eines natiirlichen Todes starben, und
zwar an der sehr seltenen Krankheit (Sudden
Infant Death Syndrome SIDS oder einfach S)
(Hypothese S;S,), oder

e ermordet wurden durch die Mutter (Hypothe-
se MM).

Das Gericht nahm nicht nur falschlich® an, dass
die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl Kind 1 als
auch Kind 2 an SIDS sterben P(S;S,) = (P(S))*
sei, was verschwindend gering ist, da (nach all-
gemeiner Einschitzung) die Wahrscheinlichkeit
an SIDS zu sterben nur P(S) = 1/8543 sei und
(ein zweiter, noch gravierender Fehler) weil
diese Wahrscheinlichkeit (eigentlich miisste es
P(T|S,S,) sein) so gering sei, kann die andere
Hypothese, ndmlich MM angenommen werden,
also weil P(S;S,|T) praktisch Null ist, muss
P(MM|T) praktisch 1 sein. Andere Hypothesen
(etwa MA Mord durch eine andere Person)
wurden nicht in Betracht gezogen.’'

? Dariiber mehr im Buch von Uri Bram, auf das ich
mich hier stiitze.

% weil S; und S, nicht notwendig unabhingig sind.

! Hinzu kommt, dass das Gericht hier generell mit
sehr geringen Wahrscheinlichkeiten operierte. Auch
P(T), das was allein beobachtete wurde, also das ei-
gentliche "empirische Fundament" ist sehr klein.
Analog zu Gl. 1 und 2 steht auch hier P(T) im Nenner
bei der Bestimmung einer posteriori Wahrscheinlich-
keit, die hier P(MM]|T) ist, statt P(D|T) in Gl. 1 und 2.

d) Vertauschung der Konditionalitiit und
mehr zum Bayesschen T heorem™

Aus Gl. 1 folgt fiir P(T|D) —» P(D|T)
P(D)

P(D|T) = P(T|D)~ﬁ.

Im Zahlenbeispiel mit dem Test auf eine Krank-
heit war P(T|D) = 0,95 und P(D|T) = 1/3.

Die Vertauschung der Konditionalitdt soll beim
Mordprozess des seinerzeit prominenten Sport-
lers O. J. Simpson eine Rolle gespielt haben.*
Simpsons Anwiélte argumentierten, dass es sel-
ten vorkommt, dass Miénner, die ihre Frau
schlagen (was im Falle von S als gegeben vo-
rauszusetzen war) selten ihre Frau ermorden, so

dass also P(M|S) klein ist.

Minner, die ihre Frau schla-
gen (S) ... ermorden (M):

P(S) > P(M) und P(M|S) ist
klein weil P(MS) klein ist

Abgesehen davon, dass eine Wahrscheinlich-
keitsaussage kein Beweis fiir die Erfiillung eines
Tatbestands ist, kann** P(M|S) = P(S[M)P(M)/P(S)
auch wegen einer (im Vergleich zu P(S)) geringen
Wahrscheinlichkeit P(M) sehr klein sein.

Ebenso wenig wie

e man aus einem groflen Wert fiir P(M|S)
nicht darauf schliefen kann, dass ein
Mann, der seine Frau geschlagen hat
auch ihr Morder ist

o folgt aus einem kleinen Wert fiir P(M|S),
dass er nicht ihr Morder ist.

Wir haben auch keine Vorstellung, von der
Aussagefahigkeit des Schlagens, weil wir

P(SM)
P(SM)

also die "likelihood ratio" nicht kennen.

das Verhiltnis von Likelihoods

32 Wir bringen im Anhang, S. 54f weitere Beispiele.

33 Dies ist wieder einen Fall, in dem Juristen, die sich
sonst immer rithmen, quasi die Logik gepachtet zu
haben, fehlerhaft mit Wahrscheinlichkeiten operieren.
** Wie noch zu zeigen ist, kann man auch grundsitz-
lich aus Wahrscheinlichkeiten keine Aussagen fiir
konkrete Einzelfille herleiten.
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e) Das Ziegenproblem

Unter diesem Namen ist ein Spiel beriithmt
geworden,” das offenbar im US Fernschen
gespielt wurde. Ein Spieler S steht vor drei
Tiiren und hinter einer der Tiiren ist ein Ge-
winn (z.B. ein Auto) verborgen und hinter
den anderen zwei Tiiren jeweils eine Niete in
Gestalt einer Ziege. S soll eine Tiir i nennen,
hinter der er den Gewinn vermutet. Dann
Offnet der Moderator M eine Tiir, wobei er
zwei Restriktionen zu beachten hat:

R; M offnet nicht die von S genannte Tiir
(dann wére das Spiel auch schon gleich
zu Ende) und

R, M darf auch nicht die Tir 6ffnen, hinter
der sich der Gewinn verbirgt.

Angenommen S nennt Tiir 2 und M 6ffnet
darauf hin Tiir 1 (was wir mit T; bezeichnen),
hinter der eine Ziege steht. Die Frage ist nun,
soll S seinen bisherigen Tipp beibehalten,
also weiter auf Tiir 2 tippen, oder soll er
wechseln und jetzt auf Tiir 3 tippen.

Vor der Antwort zunéchst ein paar Symbole: G;
sei das Ereignis, dass der Gewinn hinter Tiir i
steht (bei 1 = 1, 2, 3). Es gilt (fiir die a priori
Wabhrscheinlichkeiten) P(G;) = P(G,) = P(G;) =
1/3. Und mit P(T;|G;) bezeichnen wir die Wahr-
scheinlichkeit, dass M die Tiir j 6ffnet, wenn
der Gewinn hinter Tiir i ist.

Die hdufigste Antwort auf die Frage "wech-
seln oder nicht" ist: da feststeht, dass der
Gewinn nicht hinter Tiir 1 steht, also P(G,) =
0 ist, kann S bei seinem Tipp (Tiir 2) bleiben,
denn jetzt ist P(G,) = P(Gs) = 1, so dass es
egal ist, ob S bei Tiir 2 bleibt oder wechselt
und jetzt Tiir 3 nennt.

Diese offenbar intuitiv sehr naheliegende
Antwort ist aber falsch; denn S stellt sich
besser, wenn er wechselt und jetzt auf Tiir 3

% Es sind ganze Biicher dariiber geschrieben worden.
3% Diese Wahrscheinlichkeiten sind eigentlich nicht
mehr wirklich a priori (also vor der Erfahrung) - und
man brauchte, streng genommen, hierfiir andere Sym-
bole - weil in ihnen ja die Information (Erfahrung)
verarbeitet wurde, dass der Gewinn nicht hinter Tiir
steht. Die hinter dem Verhalten von M steckende
Information wurde jedoch unvollstindig verarbeitet,
d.h. in ihr steckte mehr, als genutzt wurde. Die a prio-
ri Wahrscheinlichkeiten (vor Offnen der Tiir) waren
und bleiben P(G,) = P(G,) = P(G;) = 1/3.

tippt. Sie ist falsch, weil sie die im Verhalten
des M steckende Information nur unvoll-
stindig nutzt. S kann aus ihr mehr herausho-
len, um seine Gewinnchancen zu verbessern.
Es geht auch nicht um P(G;) und P(G3), son-

dern um P(G,|T,) und P(G,|T)), weil ja T,
eingetreten ist. Es wire egal, ob S wechselt
oder bei seinem Tipp bleibt, wenn P(G2|T1)
und P(G3|T1) gleich grof3 wéren. Tatsdchlich
ist aber P(G,|T,) > P(G,|T,), und das des-

halb, weil es wahrscheinlicher ist, dass M T}
Offnet wenn der Gewinn hinter Tiir 3 steht
als wenn er hinter Tiir 2 steht. Das liegt an
den Restriktionen R; und R, und ist an den
Likelihoods®’ zu sehen, fiir die gilt:

e wenn der Gewinn hinter Tiir 2 steht:®
P(T|G,)= P(Ty|G,) = %; denn P(T,|G,)
= 0 wegen der Restriktionen Ry und R,

e wenn aber der Gewinn hinter Tiir 3 steht

ist P(T,|G;)= 0 wegen R, und P(T}|G,)=

0 wegen R,, so dass fiir M nur Tiir 1
méglich ist, also P(T;|G;)= 1 ist.

Da P(T|G;) > P(T}|G,) ist auch P(G;|T,) >

P(G,|T,)*. Wegen P(Gy) = 1/3 fiiri=1,2,3

P(Ty) = 1 [P(T|G,) + P(T,|G,) + P(T|G,) = ¥

so dass nun

P(T|G,))P(G 1.1
P(G2|T1): (l| 21)( 2)=213=%und
2 2
P(T|G,)P(G,) 1.1 2
P(Gﬁ}):#:%:;
2 2

*7 Die Bedingung (hinter dem senkrechten Strich) bei
den Likelihoods ist G;, G,, bzw. G; was aber keine
Zufallsvariable ist, sondern ein (uns allerdings nicht
bekanntes Faktum. Eine Wahrscheinlichkeit kann
man aber nur fiir eine Zufallsvariable definieren. Das
ist der Grund, weshalb man hier mit Recht nicht den
Begriff probability, sondern den (eigentlich syno-
nymen) Begriff likelihood gewdhlt hat.

* Da der Gewinn definitiv nicht hinter Tiir 1 steht,
und S deshalb nicht auf Tiir 1 tippt sind die P(T;|G,)
fiir alle i Null (die Bedingung trifft nicht zu).

* Das gilt hier wegen der Gleichheit der a priori
Wahrscheinlichkeiten P(G;) = P(Gy) = P(G3) = 1/3
(das war oben der Fall 3).
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Der Spieler S steht also besser da, wenn er
wechselt. Das heiflt nicht, dass er gewinnt,

wenn er jetzt auf Tir 3 tippt, denn P(G3|Tl)

ist ja nicht 1, aber seine Gewinnchance ist
doppelt so grof3, wenn er wechselt, als wenn
er bei seinem Tipp (Tiir 2) bleibt.

Man kann leicht nachrechnen, dass man wenn S
auf Tiir 2 tippt und M Tiir 3 statt Tiir 1 6ffnet
gilt P(G,|T;) = 1/3 und P(G,|T5) = 2/3, so dass
es auch hier fiir S unsinnig wére, auf seinem
Tipp (T,) zu beharren.

Die interessante Frage ist natiirlich: woher
kommt es, dass so viele Menschen hier die
naheliegende, aber falsche Antwort "gehupft
wie gesprungen" geben? Die Griinde sind
bekannt und in der Literatur oft genug ge-
nannt worden:

1. Oft wird "gleichermallen unbekannt" mit
"gleichwahrscheinlich" verwechselt und
daher auf P(G;) = P(Gs) getippt.40 Man-
che vermuten auch eine natiirliche Be-
vorzugung zu symmetrischen Losungen,
was vielleicht auch der Grund ist fiir

2.die Neigung, vorschnell Analogien zu
bilden: G, und Gs sieht so aus wie Zahl
oder Wappen, die beiden Seiten einer
Miinze, und dort liegt ja auch Gleich-
wahrscheinlichkeit vor.

3. Die Unfdhigkeit, die im Verhalten von M
steckende Information zu nutzen liegt si-
cher auch daran, dass Betrachtungen nach
Art des Bayesschen Theorems deutlich
abstrakter und komplizierter sind als die
naheliegende "einfache" (besser wohl: in-
tuitive) "intuitive" Losung "gehupft wie
gesprungen", wonach S auch bei seinem
urspriinglichen Tipp bleiben kann.*!

% Auf diese Gleichsetzung beruht ja auch die Annah-
me gleicher a priori Wahrscheinlichkeiten wenn
nichts weiteres bekannt ist, man also im Sinne des
Prinzips des mangelnden Grundes eine Annahme
treffen muss; sie ist also nicht vollig abwegig.

*'In der Literatur wird hier gerne Ockhams Rasier-
messer (nach Wilhelm von Ockham 1288 — 1347) ins
Spiel gebracht. Es bedeutet aber nur, dass die einfa-
chere Hypothese, bzw. Erklarung (die mit weniger
fragwiirdigen [weiteren] Annahmen verbunden ist) die
bessere ist, nicht, dass der einfachere Rechengang der
bessere ist. Mit der mit Annahmen (nicht Rechenauf-
wand) am sparsamsten umgehenden Erkldrung kann

Diese falsche Betrachtung, setzt implizit voraus,
dass die likelihood ratio A3, = P(T,|G3)/P(T|Gy)
=1 ist, tatsdchlich ist sie aber 1/0,5 = 2, so wie
auch P(Gj| T})/P(G,| T)) = 2 ist. Man sieht also,
dass die falsche "intuitive" Losung von gleichen
Likelihoods (A3, =1, statt A3, = 2) ausgeht.

) Moglichkeit und Wahrscheinlichkeit

Man kann i.d.R. nicht von der Anzahl der
Moglichkeiten auf die Wahrscheinlichkeit
schlielen. Es ist bekannt, dass man nicht
einfach wie folgt argumentieren kann: bei
dem Spiel kann man gewinnen (G) oder

nicht gewinnen (G ), also ist dann die Wahr-
scheinlichkeit, dass man gewinnt P(G) = 4.
Das wire ndmlich nur dann richtig, wenn G

und G gleichwahrscheinlich sind, was aber
nicht der Fall sein muss.**

Man kann in konkreten Féllen durchaus dariiber
streiten, ob etwas gleichwahrscheinlich ist,
wenn es nicht gerade um so einfache Dinge wie
Miinz- oder Wiirfelwurf geht. Aber selbst da
waren frilher den Menschen die Dinge noch
nicht so klar wie uns heute.

Nach Leonard J. Savage hat der beriihmte fran-
zosische Mathematiker und Physiker J. B.
d'Alembert (1717 - 1783) noch gedacht, die
Wahrscheinlichkeit fiir mindestens einmal Kopf
(K) beim Werfen mit zwei Miinzen sei 2/3 und
nicht %. Vom den vier Mdglichkeiten (Z = Zahl)
KK, KZ, ZK und ZZ hatte er KZ und ZK als
eine Moglichkeit gezdhlt, so dass er insgesamt
von drei, statt vier Moglichkeiten ausging. Es
macht vielen auch Schwierigkeiten, zu sehen,
dass beim Werfen von zwei Wiirfeln, einem
blauen und einem roten, die gleiche Augenzahl
(etwa 3-3 oder 5-5) jeweils eine der 36 Mog-
lichkeiten ist, aber verschiedene Augenzahlen,
(etwa 3-2 und 2-3) zwei Moglichkeiten sind.

Neben dem Rechnen mit bedingten Wahr-
scheinlichkeiten haben viele auch Schwie-
rigkeiten mit der Frage: Was sagt mir eine
Wahrscheinlichkeit dariiber,

(und sollte) man quasi alle alternativen Erkldrungen
wegrasieren.

** Es mag paradox erscheinen, dass man wissen muss,
ob etwas gleichwahrscheinlich ist, um zu wissen, wie
wahrscheinlich es ist. Wir konnen hier auf die damit
angesprochene Problematik des Wahrscheinlichkeits-
begriffs (objektiv vs. subjektiv [personalistic]) nicht
weiter eingehen.
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e ob etwas zutrifft oder nicht (also "rich-
tig" oder "falsch" ist),” und

e ob ein Ereignis, z.B. eine Erkrankung bei
mir eintritt, oder ob ich beim néchsten
Waurf eine 6 wiirfeln werde oder nicht?

3. Wahrscheinlichkeit, Fakten und Prog-
nosen

Es geht im Folgenden darum, das Besondere
an Wahrscheinlichkeitsaussagen zu verste-
hen. * Sie sind keine Feststellungen iiber
Fakten, mit ihnen kann nicht etwas verifi-
ziert oder falsifiziert werden, und man kann
auch nicht darauf bauen, dass einer Art von
(gerechten) Ausgleich eintreten wird.

a) Wahrscheinlichkeit und Eintritt eines
Ereignisses: die "gamblers' fallacy"

Sehr bekannt ist der als "gamblers' fallacy"
(Fehlschluss der Gliicksspieler) bekannte
Fehler, anzunehmen, dass eine Roulettekugel
mit einer groBeren Wahrscheinlichkeit auf
rot (R) féllt, wenn sie in einer entsprechend
langen Reihe (etwa 10-mal) hintereinander
immer auf schwarz (S) gefallen ist.

Angenommen, die Wahrscheinlichkeit, beim i-
ten Wurf der Kugel auf S zu fallen sei P(S)).

Es ist richtig, dass die Wahrscheinlichkeit
P(S,)-P(S,)-...-P(S,,) in jedem Fall gering
ist, weil jedes P(S;) < 1 ist. Aber was sagt das

dartiber aus, ob S oder R (rot) im elften Wurf
eintritt?

Man muss sich klarmachen, dass eine Kugel
nicht beseelt ist: "schwarz" und "rot" sagt ihr
nichts, sie hat auch kein Gedéchtnis, es wird ihr
auch nach zehnmal schwarz nicht langweilig
und sie hitte auch nach noch so viel "schwarz"
kein Bediirfnis nach Verdnderung. Es ist also
nicht P(811|SISZ...SI()) < P(R11|Slsz...slo), wie
der gambler annimmt, weil die Kugel eine Ab-
wechslung brauchte. Was die fallacy ausmacht,
ist dass der gambler nicht die Unabhéngigkeit
der Wiirfe erkennt, d.h. dass er nicht sieht, dass
die bedingte (durch den vorherigen Ablauf) und
unbedingte Wahrscheinlichkeit fiir S (und so

* Dazu mehr in Abschn. 6¢.

* Auf ein Verkennen des Charakters einer "Wahr-
scheinlichkeitsaussage" beruht auch das tibliche Ver-
stindnis von "Représentativitit" (vgl. Abschn. 6a).

auch fiir R) immer gleich ist, z.B. P(S;|S;S;) =
P(S;5|R;S,) = P(S) ist.

Diese Unabhéngigkeit bei einem Zufallsvor-
gang diirfte beim Roulette gegeben sein. Es ist
aber nicht unbedingt ein Fehlschluss nach Art
der "gamblers' fallacy", anzunehmen, dass nach
10 Tagen Regen ein Tag mit Sonnenschein fol-
gen muss (das Wettergeschehen von heute ist
nicht unabhéngig von dem, wie es gestern war)
oder dass der Kurs einer Aktie fallen muss,
wenn er eine langere Zeit gestiegen ist, weil die
Kursbewegungen ja massenhaft Kauf- und Ver-
kaufsaktionen auslosen konnen.

Es geht auch nicht um die falsche Denkweise
des gamblers, wenn kein Zufall (oder nicht
nur Zufall) im Spiel ist. Wenn ein Bewerber
B, schon x mal bei einer Auftragsvergabe
den Zuschlag bekommen hat, kann das auch
einfach daran liegen, dass er (systematisch)
besser ist als die Mitbewerber und dass die
Auftragsvergabe keine Verlosung (wo der
Zufall entscheidet) darstellt. Der Irrtum der
Gliicksspieler hat auch nichts damit zu tun,

e dass es in vielen Féllen Griinde gibt,
weshalb "die Baume nicht in den Him-
mel wachsen", eine Erscheinung, die
auch unter dem Stichwort "regression to
the mean" diskutiert wird; oder

e dass "Ausgleichstendenzen nach Art des
Gesetzes der groflen Zahl(en) auftreten.

Kennzeichnend fiir die gambler's fallacy ist
die Verkennung des Charakters einer Wahr-
scheinlichkeitsaussage. So etwas liegt auch
vor bei dem verbreiteten Missverstindnis,
dass die Ablehnung einer Hypothese bei ei-
nem Signifikanztest so etwas sei, wie das v.a.
von Karl Popper geforderte Falsifizieren
einer Hypothese, oder bei der Vorstellung,
man konne mit der Statistik zwar keine Hy-
pothesen verifizieren, wohl aber falsifizie-
ren.*” Das ist zum einen falsch

e weil wir mit einem solchen Test — wie
noch in Abschn. 6¢ gezeigt wird — nicht
zeigen, ob eine Hypothese falsch ist,
sondern nur dass es (angesichts des
Stichprobenbefunds)  unwahrscheinlich
ist, dass sie zutrifft und zum anderen weil

* Das ist auch bei Schuyler W. Huck erwéhnt als ein
Beispiel fiir seiner 52 statistischen "misconceptions".
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e Wahrscheinlichkeitsaussagen von ande-
rer Art sind als z.B. die Beobachtung,
dass einmal ein Stein nicht gefallen ist
(was dann eine Falsifikation des Gravita-
tionsgesetzes wire).*°

Die Wahrscheinlichkeit betrifft— um in dem
Bild zu bleiben — nicht das Fallen/Nicht-
fallen eines Steins, sondern aller Steine unter
bestimmten, gleichbleibenden Bedingungen.

b) Die Biume wachsen nicht in den Him-
mel: regression to the mean

Es gibt Prozesse, denen eine Art ausgleichende
Gerechtigkeit oder Tendenz zum Mittelmal3 in-

newohnt. Aus welchen Griinden auch immer (z.B.

Ubermut, wenn es sehr gut liuft, oder auch gene-
tische Griinde, wie im folgenden "klassischen"
Beispiel) kann x4+ < X, sein, wenn x; iber dem
Durchschnitt lag (also x; > X ) und Xy > X; wenn
X; < X ). Nehmen wir an x..; hdngt im Sinne einer
einfachen linearen Regression von x; ab (etwa
der IQ des Sohns x.; vom IQ des Vaters x,) gem.

4) X1 = &+th +u, (mit u, als "Storgrofe"),

wobei X,,, = &+th die geschitzte Regressi-
onsgerade ist. Weil diese durch den Schwerpunkt
mit den Koordinaten X,,, und X, geht, ist

A

o =X,,; —bx,. Wir diirfen weiter davon ausge-

hen, dass der IQ in beiden Generationen (Vater
und Sohn) im Mittel gleich ist (also X

t+41

X, = X). Man erhilt dann
(4a) X =X = (1 _B)()_( _Xt) +u,.
Die "regression to the mean" entsteht, Wenn[AS <

1 ist (wire >1, wire die Annahme X,,, = X

t
nicht mehr haltbar) und wenn man (zur Verein-
fachung) u, vernachléssigt. Denn dann diirfte der
Sohn einen hoheren IQ haben als der Vater (X1 -
x, > 0) wenn der Vater einen unterdurchschnittli-

chen IQ hat (X—x, >0). Und ein iiberdurch-
schnittlich intelligenter Vater (X —X, <0) hitte

einen Sohn mit einem geringeren 1Q (X < X,
also Xu1 - X¢ < 0). Um das anschaulicher zu ma-

chen sei angenommen: wenn 3 = % muss wegen

* Es ist nicht nur so. dass hinter einer Testentschei-
dung eine Wahrscheinlichkeitsaussage steht, sondern
fiir diese ist auch der Stichprobenumfang von Bedeu-
tung. Wir kommen darauf in Abschn. 6 zuriick.

X, =X, =X=100 gelten & = 50, und die Reg-

ressionsfunktion ist dann X,,, =50+0,5-x,

Vater x,< 100 (unter- Vater x,> 100 (iiber-
durchschnittlich) durchschnittlich)
Vater x, Sohn x; Vater x, Sohn X
80 90 110 105
90 95 120 110

Die Regression zum Mittelwert hat nicht die
Qualitit einer (psychologischen) Regel- oder
GesetzmiBigkeit,"” als welche sie gerne hinge-
stellt wird oder eines mysteriésen Ausgleichs
auf lange Sicht, der "irgendwie" mit den Gesetz
der groen Zahlen (law of large numbers) zu
begriinden wire. Bei diesem Gesetz geht es
nicht um einzelne x-Werte, sondern um zu-
sammenfassende Kennzahlen, (wie z.B. einen
Mittelwert X ) einer Stichprobe und deren Ver-
teilung bei immer groBer werdenden Stichpro-
benumfang n. Schon im Falle des IQ gibt es ja
auch so einen zwangsldufigen Ausgleich nicht,
weil sonst ja die Streuung des IQ um den Mit-
telwert 100 immer geringer werden miisste. Wir
beobachten auch weder eine Polarisierung in
immer kliiger werdende Familien einerseits und
immer dimmer werdende Familien andererseits,
noch eine generelle Anhebung oder Senkung
des mittleren IQs. **

¢) Wahrscheinlichkeit und Nichtvorher-
sagbarkeit eines Ereignisses

Das hinter der "gamblers' fallacy" stehende
Problem ist die unzuldssige Vorhersage des
Eintretens eines (einzelnen) zufdlligen Er-
eignisses aufgrund der Wahrscheinlichkeit
eines vorangegangen Ablaufs. Denn es ist ja
geradezu das Kennzeichen eines Zufallsvor-
gangs, dass man sein Ergebnis im Einzelfall
nicht voraussagen kann, auch nicht im Lichte
einer gerade gemachten Erfahrung.

Das ist ein Phdnomen, das friiher einige Phi-
losophen als ein Paradoxon faszinierte: Zu-
fall bedeutet, dass man gerade nicht etwas

*" Wie etwa die im folgenden Abschnitt angesproche-
ne Abneigung, etwas mit "Zufall" zu "erkldren", und
stattdessen immer zu versuchen, es auf konkrete Ur-
sachen zuriickzufiihren.

* Es gibt genug Griinde dafiir, allen voran der Um-
stand, dass der IQ des Sohnes nicht nur von dem des
Vaters, sondern auch dem der Mutter oder der Grof3el-
terngeneration abhéngt. Ein Riickgriff auf die GroBel-
terngeneration war flir Francis Galton (1822 — 1911)
auch der Grund fiir die Namensgebung "Regression".
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vorhersagen und berechnen kann, und trotz-
dem gibt es hier aufgrund der Wahrschein-
lichkeitsrechnung etwas zu berechnen.

Das ist aber dann nicht mehr paradox, wenn
man sieht, dass es nicht das Gleiche ist, was
hier berechnet wird, bzw. nicht berechnet
werden kann. Einmal ist es ein einzelne Er-
eignis (die Roulettekugel fallt auf rot oder
schwarz), wo es nichts zu rechnen gibt, und
zum anderen ist es die Gesamtheit aller még-
licher Beobachtungen unter den gleichen
Bedingungen (was passiert, wenn man die
Roulettekugel unendlich oft wirft und die
Unabhéngigkeit der Wiirfe garantiert ist?).

Es ist sogar so, dass man nur deshalb mit
Wabhrscheinlichkeiten rechnen kann, weil der
Vorgang (beim Roulette) allein vom Zufall
bestimmt wird. Es ist also der gleiche Grund,
der dahinter steht, wenn man

e das Eintreten eines Ereignis E nicht vor-
hersagen kann, aber

e andererseits die Wahrscheinlichkeit P(E)
von E sehr wohl berechnen kann.

Die Unzuldssigkeit von einer Wahrschein-
lichkeit auf das Eintreten eines Ereignisses
zu schlieflen steht auch hinter dem bekann-
ten Witz iiber Statistik: Die Wahrschein-
lichkeit, dass an Bord eines Flugzeugs eine
Bombe ist, sei P(B) = 1/1000. Einem Politi-
ker ist das zu riskant und er sagt sich, dass
es besser ist, selbst eine Bombe mitzuneh-
men, weil die Wahrscheinlichkeit fiir zwei
Bomben nur (1/1000)?, also 1 zu eine Mil-
lion sei.*”

d) Wie grof; ist die mich betreffende Wahr-
scheinlichkeit?

Bei dieser Frage tut sich schon dadurch eine
Schwierigkeit auf, dass die fiir den Einzelnen
relevante Wahrscheinlichkeit immer nur eine
bedingte Wahrscheinlichkeit sein kann, und
es bei der Wahl der Bedingung viele Mdg-

* Hierbei ist iibrigens implizit gedacht, dass die
Bombe B; an Bord ist wenn der Politiker mit seiner
Bombe B, kommt, und dass beide Ereignisse unab-
héngig sind, also P(B,/B;) = P(B) denn nur dann ist
P(B,B;) = (P(B))”. Mehr zu Witzen iiber Statistik im
Anhang dieses Papiers.

lichkeiten gibt, wie das folgende, leider et-
was lingere Zitat von R. v. Mises zeigt™’

"In a sample of American women between the
age of 35 and 50, 4 out of 100 develop breast
cancer within a year. Does Mrs. Smith, a 49-
year-old American woman, therefore have a 4%
chance of getting breast cancer in the next year?
There is no answer. Suppose that in a sample of
women between the ages of 45 and 90 — a class
to which Mrs. Smith also belongs — 11 out of
100 develop breast cancer in a year. Are Mrs.
Smith's chances 4%, or are they 11%? Suppose
that her mother had breast cancer, and 22 out of
100 women between 45 and 90 whose mother
had the disease will develop it. Are her chances
4%, 11%, or 22%? ... What group should we
compare her with to figure out the "true" odds?
You might think, the more specific the class,
the better — but the more specific the class the
smaller its size and the less reliable the frequen-
cy ... In the limit, the only class that is truly
comparable with Mrs. Smith is the class con-
taining Mrs. Smith herself. But in a class of one,
"relative frequency" makes no sense."

Mit diesem Dilemma muss man natiirlich
irgendwie umgehen, wenn man Mrs. Smith
z.B. als Krankenversicherer versichern will.
Man wird sie in eine "passende" Gruppe einord-
nen und muss damit leben, dass speziell in ihrem
Fall der Tarif ein gutes oder ziemlich schlechtes
Geschift sein wird.

Man beachte, dass wir bei unserer Uberlegung
davon ausgingen, dass das, was vorhergesagt
werden soll, ganz oder zumindest im hohen
Malle vom Zufall abhingt und dass wir uns nur
auf Wahrscheinlichkeitsaussagen stiitzen kon-
nen und Kausalbeziehungen nur unvollkommen
kennen. Aber es gibt auch genug Dinge, die von
bekannten Einflussfaktoren abhidngen und bei
denen damit durchaus fundierte Einschitzungen
moglich sind, was mit einer konkreten Person
passieren wird. Im extremen Fall kann man so-
gar ziemlich sicher sein, was passieren wird.

Wenn z.B. Mrs. Smith ohne ausreichend Sprit
mit einem Sportflugzeug unterwegs ist, kann
man eine Aussage wagen, die sehr viel konkre-
ter ist, denn es ist dann ziemlich sicher, dass
Mrs. Smith Uber kurz oder lang in Schwierig-
keiten kommen wird.

> Richard von Mises (1883 — 1953) war ein bekannter
Osterreichischer Mathematiker und Wahrscheinlich-
keitstheoretiker; hier zitiert nach Pinker, S. 349
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e) Extrem seltene Ereignisse, Aufmerk-
samkeit und Aberglaube

Es ist oft festgestellt worden, dass die Men-
schen dazu neigen, beim Eintritt von Ereig-
nissen, die ihnen extrem unwahrscheinlich
erscheinen (man bekommt einen Anruf von
jemand, an den man gerade gedacht hatte,
oder man trifft "zuféllig" einen Bekannten,
den man lange nicht mehr gesehen hat, an
einem fernen Ort im Ausland usw.) an Ge-
dankeniibertragungen, Fiigungen usw. zu
glauben und den Gedanken, dass so etwas
auch allein durch Zufall eintreten konnte
weit von sich weisen.

Was dem entgegenzuhalten ist, ist die grofe
Masse entsprechender Vorgénge (z.B. von
Telefonanrufen) bei denen nichts Spektaku-
lares eingetreten ist und denen deshalb keine
Aufmerksamkeit geschenkt wird. Beriick-
sichtigt man dies, erscheint das Seltene gar
nicht mehr so selten und mysterios.

Es gilt also zu zeigen, dass auch Ereignisse
mit einer geringen Wahrscheinlichkeit, also
seltene Vorginge durchaus hdufig auftreten
konnen (sehr wahrscheinlich werden), wenn
nur die Zahl entsprechender Zufallsvorginge
nur grof} genug ist.

Mit zwei Wiirfeln jeweils eine 6 zu wiirfeln hat
nur eine Wahrscheinlichkeit von (1/6)* = 1/36 =
0,0278 also weniger als 3%. Wirft man aber n =
100-mal mit zwei Wiirfeln, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, so etwas einmal zu erleben 17%:
100 | 99 .

. (1/36) (35/36)” = 0,1708. Es ist so-
gar wahrscheinlicher, dieses zweimal zu er-

100 ) 08
leben, denn 5 (1/36)7(35/36)" = 0,242.

Im Mittel ist das in 100/36 = 2,78 Fillen zu er-
warten.”' Im gleichen Sinn ist die Anzahl der
Beobachtungen relevant beim bekannten Ge-
burtstagsproblem. Betrachtet man n = 2 Perso-
nen, so ist es recht selten, dass beide am glei-
chen Tag Geburtstag haben, aber unter n = 100
Personen zwei zu finden, die am gleichen Tag
Geburtstag haben ist gar nicht so "unwahr-
scheinlich".

51 Selbst dreimal hat noch eine Wahrscheinlichkeit
von 22,55%.

Dass quasi auch ein blindes Huhn ein Korn
trifft, wenn der Haufen der Korner nur grof3 ge-
nug ist, kann man sich auch in der Weise zu-
nutze machen, dass man sich unter empirischen
Studien (wenn es nur geniigend viele sind) die-
jenige aussucht, die einem das fiir seine Interes-
sen giinstigste Ergebnis liefert. So verfahren u.a.
die "miracle pill vendors". Bei sehr vielen Un-
tersuchungen kann es schon einmal eine geben,
bei der das Wundermittel tatsdchlich zufillig
gewirkt hat. Man erfahrt nichts dariiber, bei wie
vielen Studien aber das objektiv ganz wertlose
Mittel keine der angepriesenen Wirkungen hatte.

Unter "data mining" versteht man die Suche
nach Zusammenhdngen in einer grofen (ge-
messen am Umfang N der Gesamtheit, bzw.
n > N der Stichprobe) Datenmenge. Das ge-
schieht i.d.R. auch ganz ohne von vornherein
(a priori) bestimmte Hypothesen iiber Kau-
salzusammenhédnge im Auge zu haben. Aus
dem Gesagten folgt, dass es gerade wegen
der Grofle von N bzw. n nicht unwahrschein-
lich ist, dass zwei Variablen X und Y nur
zufdllig miteinander korrelieren. Jetzt gezielt
diese Fille herauszusuchen und so den Ein-
druck zu erwecken, man habe neue bedeut-
same Zusammenhédnge entdeckt heiflt "data
degrading" und ist wieder eine der nicht sel-
tenen Arten des Missbrauchs von Statistik,
und wegen "big data" (dazu mehr in Abschn.
5b) kann man damit rechnen, in Zukunft
noch mehr solche reinen Zufallsprodukte als
neu gefundene "GesetzmifBigkeiten" prasen-
tiert zu bekommen.

4. Kausalitit, Korrelation und Zufall

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen wie stark
statistische Methoden von Uberlegungen nach
der Art von "Was (welche Variable X) beein-
flusst eine bestimmte Variable Y?" dominiert
werden und wie oft auch hinter Fehlinterpretati-
onen von Statistiken falsche Vorstellungen gera-
de auf diesem Gebiet stehen.

a) Korrelation und Kausalitit: warum und
wie Kontrollgruppenexperimente?

Findet man eine betragsméBig nicht unerhebliche
Korrelation zwischen zwei Variablen X und Y
(also |ry| > 0) bei der Betrachtung der Regressi-
onsfunktion y; = a + Bx; + uy;, (mit einer auf y
einwirkenden Stérgrofe uy) so kann das in punc-
to Kausalitét bedeuten
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e X und Y korrelieren nur zufillig miteinander
(obgleich in der Stichprobe |r| > 0 ist, gilt
in der Grundgesamtheit p,, = 0)

e X ist kausal fiir Y (X — Y) oder umgekehrt
Y — X (das kann man bei nur zwei Variab-
len nicht unterscheiden

e X und Y sind kausal nicht miteinander ver-
bunden und sie korrelieren nur iiber eine
gemeinsame Abhéngigkeit von einer dritten
Variable Z miteinander, wie es die folgende
grafische Darstellung veranschaulichen soll.
Es ist die typische Situation einer Scheinkor-
relation (spurious correlation).

VoYY

Die erste Moglichkeit kann man mit dem t-Test

und der PriifgroBe t=B/ 63 oder (dquivalent)
mit einem F-Test iiberpriifen.

Was die Richtung der Kausalitét betrifft, so
hat man kaum Moglichkeiten, wenn es nur
um zwei Variablen X und Y geht. In allen
drei Féllen der Scheinkorrelation ist damit zu
rechnen, dass fiir die Korrelationskoeffizien-
ten (in etwa) gilt ryy, = 14,15y, so dass die par-
tielle Korrelation verschwindet, also 1y, = 0
ist. Um nicht zu sehr ins Detail zu gehen
genligt es, sich vorzustellen, dass bei einer
partiellen Korrelation ryy, der Einfluss von Z
auf X und auf Y "ausgeschaltet" ist.”> Bei
kategorialen (=~ qualitativen) Merkmalen ent-
spricht dem eine Betrachtung speziell fiir
eine Teilgesamtheit bzgl. Z, wovon wir in
den folgenden Abschnitten (insbes. in 7b)
noch wiederholt Gebrauch machen werden.

Wenn etwa Z das Geschlecht ist heif3t das, dass
der Zusammenhang zwischen X und Y ver-
schwindet, wenn man nur Daten fiir Ménner
oder nur Daten fir Frauen betrachtet. Der Ein-
fluss des Geschlechts ist nicht nachweisbar,
wenn alle das gleiche Geschlecht haben. In der
Statistik muss ein Einflussfaktor variieren. Eine

**In der ilteren Literatur sprach man auch von einer
"bedingten" Korrelation und schrieb ryy, statt 1,y , (so
etwa J. Pfanzagl, Allgemeine Methodenlehre der Sta-
tistik, Bd. II, Berlin 1962, S. 260ff.).

Konstante, die bei allen Einheiten gleich grof3
ist, kann keine Ursache sein.

Man sieht, es gibt geniigend Griinde fiir das
Auftreten einer Korrelation zwischen zwei Va-
riablen, auch dann, wenn keine (direkte) kausa-
le Abhéngigkeit zwischen ihnen besteht.

Wir miissen auch bedenken, dass wir es — an-
ders als im Beispiel mit dem Motorstillstand bei
Spritmangel — mit Variablen (als Ursachen und
auch als Wirkungen), die auch einem Zufalls-
einfluss unterliegen zu tun haben.

In der letzten Abbildung wurden
der Ubersichtlichkeit halber die

Ux Uy . . . .
StorgroBen uy und uy nicht mit

¢ l eingezeichnet. Beriicksichtigt

X Y man diese, so ist leicht zu sehen,

dass ry, sogar 1 wire, wenn die
Varianzen der StorgroBen und

\ / die Kovarianz zwischen ihnen

7 Null wéren (also cov(uyu,) = 0).

Verschwindende Varianzen von u, und u, wire auch
genau der unrealistische Fall einer deferministischen
Abhiéngigkeit von Z.

Im Folgenden gehen wir wieder von der
Vorstellung einer Ursache X aus, also von

X =—— Y «— u

Das fiir Empiriker uniiberwindbare Problem
mit der "Kausalitit" X — Y (im Unterschied
zur Korrelation rxy), ist die von den Philoso-
phen verlangte Notwendigkeit der Verkniip-
fung (ohne X kein Y) statt nur eines (be-
obachtbaren) hiufigen zusammen oder nach-
einander Auftretens von X und Y. Abgese-
hen von streng determinierten technischen
Prozessen (ohne Sprit lduft der Motor nicht
und Mrs. Smith stiirzt mit ihrem Flugzeug ab)
ist "Notwendigkeit" i.d.R. nicht zu "bewei-
sen" (zumindest nicht durch Erfahrung).

Der Nachweis einer Kausalitit X — Y kann
dann nur durch Ausschliefien anderer mog-
licher systematischer Einfliisse erfolgen.

Das ist die Art, auf Kausalitdt zu schlie3en,
wie sie bei einem Experiment praktiziert
wird und wie sie allgemein als logisch kor-
rekt und iiberzeugend empfunden wird.
Kennzeichnend fiir ein Experiment ist, dass
ein Einfluss™ X systematisch variiert werden

> Genauer ein bekannter, "systematischer" Einfluss,
der explizit beriicksichtigt (manipuliert) werden kann.
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kann und andere (stérende) Einfliisse uy auf
Y konstant gehalten (oder "kontrolliert")
werden konnen, so dass eine Wirkung (be-
ziglich Y) allein auf X zurlickgefiihrt wer-
den kann. Die Kontrolle sonstiger (neben X
existierender) Einfliisse ist es, was Experi-
mentdaten von den "bloBen" Beobachtungs-
daten unterscheidet. Wenn es nur X ist, was
variiert wurde (ceteris paribus, d.h. bei Kon-
stanz aller anderen moglichen Einfliisse),
dann muss es auch X sein, was die Veridnde-
rung bei Y bewirkt hat.

Im einfachsten Fall eines Experiments, also im
Fall von "one variable at a time" (OVAT) kann
die isolierte Variation eines Faktors sicherge-
stellt werden durch die Bildung von zwei Grup-
pen, einer Experimentgruppe E, die eine Be-
handlung (treatment) erfahrt, z.B. Einnehmen
eines Medikaments (was hier X sei), um dessen
Wirksamkeit (Y) es bei dem Experiment geht,
und einer Kontrollgruppe K, die diese Behand-
lung nicht erfahrt. Die Kontrollgruppe soll si-
cherstellen, dass Y (die Wirkung) deshalb ein-
tritt weil X (Medikament) "wirksam" war und
nicht etwa nur durch Zufall, oder wegen des
"Placeboeffekts". Es ist wichtig, dass K ansons-
ten (abgesehen vom "treatment") gleich struktu-
riert ist wie E, weil sonst auch Unterschiede
zwischen K und E fiir eine scheinbare Wirk-
samkeit von X verantwortlich sein konnten
(wenn z.B. in E "im Schnitt" jlingere, gesiindere
und sportlichere Personen sind als in K). Es
darf also keinen systematischen, fiir Y relevan-
ten Unterschied zwischen der Gruppe E und K
geben. Man versucht das dadurch sicherzustel-
len, dass man den Zufall entscheiden lasst, wer
in E und wer in K gelangt (was aber aus ethi-
schen Griinden oft nicht méglich ist).**

Mit Randomisierung in Gestalt vom "random
assignment" von Versuchspersonen (zu E und
K) bzw. von unterschiedlichen Versuchen, die
nacheinander durchgefiihrt werden (wenn die
Reihenfolge einen Einfluss hat) ist bereits ein
fundamentales Prinzip des "designs of Experi-
ments" (DOE) — eine Teildisziplin der Statistik
— angesprochen worden. Andere Prinzipien sind

> Man denke an ein evtl. wirksames Mittel gegen
Krebs. Wem will man es verweigern, wen also in K
schicken? Das im Folgenden beschriebene Kontroll-
gruppenexperiment ist nur ein besonders einfaches
Beispiel fiir ein Experiment. Abgesehen vom OVAT -
Fall ist es eher unwirtschaftlich und auch bei gleich-
zeitiger Betrachtung von mehreren Einfliissen mit
Wechselwirkungen (interactions) ineffizient.

Blockbildung™ und Wiederholung (replication),
worauf hier jedoch nicht eingegangen werden
kann. Wenn Erwartungen von Versuchsperso-
nen (Vpn) eine Rolle spielen, sollte es den Vpn
nicht bewusst werden ob sie in E oder in K sind.
Die Vpn in K sollten also ein dem Medikament
dhnliches Placebo erhalten (Blindversuch).”

Das soweit beschriebene Kontrollgruppenexpe-
riment mit nur einem "Faktor", der in nur zwei
Stufen (levels) vorliegt, Einnehmen oder Nicht-
einnehmen eines Medikaments, betrifft nur ei-
nen sehr speziellen Experimenttyp. Mehrere
Faktoren F; (i = 1,..., m) auch mit unterschied-
lich vielen Faktorstufen n; (oft auch mehr als
nur zwei) so zu untersuchen wére nicht rationell.
Hierfiir sind "faktorielle" (eigentlich gemeint:
mehrfaktorielle) Versuchspline nétig, auf die
hier nicht eingegangen werden kann.

Was aus diesem Abschnitt vor allem folgt ist
der Unterschied zwischen wissenschaftlicher
und pseudowissenschaftlicher Vorgehens-
weise (z.B. durch "anecdotical evidence"):

"Erklaren" verlangt das Ausschliefsen
aller Moglichkeiten einer alternativen
Erkldrung. Das Experiment zeigt, wie
das geschieht und auch wie grof3 der
dafiir notwendige Aufwand ist.

Wir werden im Abschnitt 5a noch einmal auf
die im engeren Sinne statistische Vorstellung
von "erkldren" zu sprechen kommen.

b) Stochastische Unabhiingigkeit

Fiir Uberlegungen, wie sich Ursache und
Wirkung in beobachtbaren Groflen wider-
spiegeln ist auch die regelmifBig missver-
standene Vorstellung der stochastischen Un-
abhingigkeit wichtig.

Beim erwihnten Problem des Auftretens von
Brustkrebs (C) bei Mrs. Smith ging es um
die '"richtige" bedingte Wahrscheinlichkeit
fiir C, was deshalb ein Problem ist, weil die
(bedingte) Wahrscheinlichkeit fiir C je nach
Bedingung B unterschiedlich ist, also P(C|B;)

> Einheiten in (moglichst homogene) Blocke zusam-
menzufassen hat bei Experimenten eine &hnliche
Bedeutung, wie die "Schichtung" bei der Ziehung
einer Stichprobe.

%% Bei einem Doppelblindversuch ist es bekanntlich
auch dem Experimentator nicht bekannt, ob er es mit
einer E- oder eine K-Vpn zu tun hat.
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# P(C|B,) ist, und wir nicht wissen, ob B,
oder B, die "maflgebende Bedingung speziell
im Fall von Mrs. Smith ist. Wéren dagegen
das Brustkrebsrisiko und die Bedingung B
(stochastisch) '"unabhdngig", wiirde gelten

P(C|B) = P(C‘E) =P(C), was nichts anderes

als die Definition der "Unabhéngigkeit" (von
C und B, bzw. B und C)”’ darstellt.

Dieses Konzept wird von Studenten regelméfig
im Sinne von "unvertriaglich" (disjunkt) miss-
verstanden, was aber P(CB) = 0 bedeuten wiir-
de. Hier, bei Unabhéngigkeit ist aber P(CB) ge-
rade nicht null. Denn wenn es null wéire, miisste
ja auch P(C|B) = P(CB)/P(B) null sein, was
aber nicht zutrifft, denn bei Unabhéngigkeit ist
P(CIB)=P (C)>0.

©O® C©

disjunkt

nicht disjunkt

B und C sind nicht "unabhingig", weil sie nicht
gemeinsam auftreten, sondern weil sie nicht
haufiger P(BC) > P(B)P(C) und auch nicht sel-
tener P(BC) < P(B)P(C) gemeinsam auftreten
als es nach dem Zufall zu erwarten ist.”®

Der Zusammenhang mit der Assoziation (bzw.
Korrelation) wird deutlich mit der sog. Vierfel-
dertafel

C C )
B | a=PBC) | b=P@BC) | P(B)
B | ¢c=P(BC) | d=P(BC) | P(B)
) P(C) P(C) 1

Wie man leicht sieht, ist (paarweise) Unab-
hiingigkeit P(B|C)=P(B|C)="P(B) und da-
mit auch P(CJB) = P(C|B) = P(C) oder auch
P(BC)P(BC)—P(BC)P(BC)=ad — bc =0,
weil P(BC) = P(B)P(C), P(BC) =P(B)P(C)
usw. Die Vierfelderkorrelation ¢

_ P(BC)P(BC)-P(BC)P(BC)

JP(B)P(B)P(C)P(C)

°7 Unabhingigkeit ist eine symmetrische Relation.
*¥ Vielmehr gilt P(BC) = P(B)P(C).
* also ad — be = 0.

verschwindet jetzt (¢ = 0), weil Unabhéngig-
keit auch Unkorreliertheit impliziert,”

Die Vierfelderkorrelation ¢ (auch Phi-Koeffi-
zient genannt) entspricht der "normalen" Pro-
dukt-Moment-Korrelation r,, wenn die Variab-
len X und Y sog. 0-1 Variablen sind.

Y=1 Y=0 )y
X=1 a b atb
X=0 c d ct+d
Y atc b+d n
ad —bc
¢

~ Jatb)ctrd@robrd)

Das extreme Gegenteil von Unabhingigkeit
wire die vollkommene Abhéngigkeit des Er-
eignisses C von B. Wenn (analog zu unserer
Betrachtung in Abschn. 2a) B hinreichend
wire fiir C weil B eine Teilmenge von C ist
(BcC),dannist P(C|B)=1,b=0und

= 2 i # 1. Auch wenn nur Cc B

l-a 1-d
ist, wéire ¢ # 1. Nur wenn B nicht nur hinrei-
chend sondern auch notwendig fiir C ist,
(also Bc C und Cc B) ist nicht nur P(C|B)
= 1 sondern auch P(B|C) = 1 weil dann ja
P(BC) = P(B) = P(C) ist. Man hitte dann
auch ¢ = +1 und die folgende Situation: *'

C nicht C | Summe
B P(BC) 0 P(B)
nicht B 0 P(BC) P(B)
Summe P(C) P(E) 1

Was auch Verstindnisschwierigkeiten mit
sich bringt ist die Vorstellung von "unabhén-
gig" bei unabhingigen Stichproben, "Ziigen"
oder Wiederholungen eines Zufallsversuchs,
die vor allem bei den fiir die Statistik so
wichtigen Grenzwertsdtzen entscheidend ist.

Am einfachsten ist es noch, sich "unabhingige
Ziige" aus einer Urne vorzustellen, wenn "mit

%0 Unabhingigkeit ist eine strengere Forderung als
Unkorreliertheit (das hingt damit zusammen, dass wir
auch nichtlineare Zusammenhinge haben): wenn un-
abhéngig, dann auch unkorreliert, aber die Umkeh-
rung gilt nicht.

! Wire B nur hinreichend fiir C also nur B < C, dann
wire 0 < ¢ < +1, so dass C nicht vollkommen abhén-
gig von B ist (C kann ja auch eintreten bei "nicht B").
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Zuriicklegen" gezogen wird (weil sich dann das
Mischungsverhéltnis von schwarzen zu weillen
Kugeln nicht dndert). Zieht man "ohne Zurtick-
legen" so ist die Wahrscheinlichkeit P(S,[S;) <
P(S)), weil es weniger wahrscheinlich ist, wie-
der eine schwarze Kugel zu ziehen nachdem
eine schwarze Kugel gezogen wurde (S,), denn
die erste ist ja nicht zuriickgelegt worden.

Unabhéngige Stichproben liegen vor, wenn die
Zuordnung einer Einheit zu Experiment- oder
zur Kontrollgruppe durch Los (Zufall) bestimmt
wird. Versucht man den Effekt einer Behand-
lung (treatment) durch Messung an den glei-
chen Personen vor und nach der Behandlung
festzustellen (repeated measures- oder within
design), so liegen abhdngige Beobachtungen
(abhingige Stichproben) vor.”

Bei den sog. Grenzwertsétzen werden unab-
héingig identisch verteilte Zufallsvariablen
vorausgesetzt. Die Zufallsvariable X (Au-
genzahl beim Wiirfeln) besitzt eine (diskrete)
Gleichverteilung

{1/6 wennx =1,2,....6
f(x)=

0 sonst

und die Zufallsvariablen X;, X, ... die Au-
genzahl beim ersten, zweiten ... Wurf mit
dem gleichen unverdnderlichen Wiirfel sind
unabhingig identisch (gleich)verteilt (inde-
pendently identically distributed i.i.d.). Wir
fiihren diesen Gedanken in Abschn. 6b wei-
ter aus (wo es um Stichprobenverteilungen
und um Grenzwertsétze geht).

In der ersten Euphorie iiber die Erkenntnis des
Gesetzes der groBen Zahl(en)™ glaubte man ein
Gericht wiirde umso eher die Wahrheit erken-
nen, je mehr Richter auf der Richterbank séfen.
Dabei wurde vergessen, dass dieses Gesetz Un-
abhéngigkeit voraussetzt, die gerade bei sehr
vielen Richtern nicht gegeben sein diirfte (man
schlieit sich der zu erwartenden Mehrheit an,
bildet "Koalitionen" etc.).

Abschliefend noch ein Beispiel fiir ein kras-
ses Missverstdndnis des Konzepts "stochasti-
sche Unabhdngigkeit". Im Buch von Nate
Silver wird berichtet, dass die US Rating

62 Man kommt mit weniger Versuchspersonen (Vpn)
aus, aber in Messungen an der gleichen Vp koénnen
sich auch "Interferenzen" auswirken.

% Man kann dieses law of large numbers als einen
speziellen Grenzwertsatz (diese Sétze miissten eigent-
lich eher Grenzverteilungssitze heilen) auffassen.

Agenturen bei der bekannten "Subprime"
Krise, die Ausloser der Finanzkrise 2008 war,
das Kreditausfallrisiko (chance of default)
massiv unterschitzt hatten, indem sie Unab-
hiangigkeit statt vollstindiger Abhédngigkeit
der Risiken unterstellten. In einem Poolmo-
dell hat man fiinf Kredite zusammengepackt
und rechnete bei einem Ausfallrisiko von
P(B) = P(B;) = 0,05 mit nur P(B;B;...Bs) =
(P(B))’ = 3,125107, also wie bei Unabhin-
gigkeit, statt mit der 160.000 mal so grof3en
richtigen Wahrscheinlichkeit von 5%

P(B;|B4B;B,B;)P(B4B;B,B,)P(B;|B,B,)P(B,|B/)
P(B;)=11110,05=0,05,

wie es richtig gewesen wire weil die Kredite
vollkommen abhédngig waren, sie "behave
exactly alike. That is, either all five mort-
gages will default or none will".

So entstand die geféhrliche Illusion von "almost
no chance of defaulting when pooled together",
wihrend in Wahrheit das Risiko gerade durch
das Zusammenpacken sehr grofl war. Die An-
nahme der Unabhingigkeit macht nur Sinn,
wenn der Hausermarkt im Prinzip gesund ist
und die Zahlungsunfahigkeit eines Schuldners
keinen Einfluss auf einen moglichen Kreditaus-
fall eines anderen Schuldners hat, aber nicht bei
einer sich zu einer Blase entwickelnden Uber-
investition wenn "there is one common factor
that ties the fate of these home owners together"
(N. Silver). Der Fehler, zu iibersehen, dass evtl.
etwas quasi schicksalshaft gemeinsam variiert,
ist auch das Thema im folgenden Abschnitt.

¢) Die Storgrofie bei einer Regressions-
funktion (Endogenitiits-Fehler)

Die folgende, leider etwas sehr "statistisch-
technisch" ("formal") anmutende Uberlegung be-
trifft einen nicht selten vorkommenden Mangel
in empirischen Untersuchungen. Alle etwas an-
spruchsvolleren Untersuchungen dieser Art ar-
beiten mit "Modellen", mit denen bestimmte
GroBen geschitzt werden. Damit die geschétzten
Modellparameter bestimmten Giitekriterien® ge-
niigen — also wissenschaftlich "brauchbar" sind —

5 Giitekriterien, wie z.B. Erwartungstreue und Kon-
sistenz werden in Abschn. 6b kurz erwdhnt. Aus
Platzgriinden kann aber hierauf in diesem Papier nicht
weiter eingegangen werden. Fiir Nichtstatistiker ist es
oft schwer zu verstehen, warum die Nichterfiillung
von solchen Eigenschaften einer Schétzung eine so
diskussionswiirdige Angelegenheit ist.
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miissen bestimmte Modellvoraussetzungen er-
fiillt sein und wir wollen hier auf eine dieser
Voraussetzungen néher eingehen, weil ihre (nicht
seltene) Verletzung in der hier diskutierten Lite-
ratur gerne thematisiert wird.®

Wenn wir es mit einem Experiment zu tun
haben, in dem die vermutete Ursachengrof3e
x willentlich nach Belieben isoliert verdndert
werden kann (d.h. als "exogen" betrachtet
werden kann und nicht als Zufallsvariable),
sollte die Storgrofle (der "error term") u; in
der Regressionsfunktion y; = o + Bx; +u; im
Mittel null sein. Sie ist dann auch quasi au-
tomatisch mit dem Regressor x nicht korre-
liert. Im Experiment ist zwar x keine Zu-
fallsvariable, wohl aber U, und mit der er-
wihnten "Randomisierung" bei einem Expe-
riment verfolgt man das Ziel, die Geltung der
Annahme E(U;j) = 0 sicherzustellen. Dies ist
eine Annahme Uber die Grundgesamtheit, die
nicht notwendig zutreffen muss und davon
zu unterscheiden ist, dass in der Stichprobe
mit ihren, mit der Methode der kleinsten

Quadrate geschétzten Parametern & und [3
(fir o und B), die geschdtzten Storgrofen U,
notwendig stets im Mittel null sind.%

Bei Beobachtungsdaten, die in den Sozial-
wissenschaften die Regel sind, und bei denen
weder x aktiv manipuliert werden kann, noch
sonstige Einfliisse auf y "kontrolliert" (kon-
stant gehalten) werden konnen, entspricht
dem die Annahme, dass die StorgroBle u
nicht mit der (jetzt auch zuféllig schwanken-
den) Variable x korreliert ist (sein soll).67

Im Falle einer Korreliertheit sagt man, dass x
nicht (mehr) exogen ist und man einen En-

dogenitits-Fehler (endogeneity bias) hat, z.B.

wegen

 Uri Bram behandelt in seinem Buch "Thinking
Statistically" im Prinzip nur drei Themen: Sampling
Bias (bei uns unten im Abschn. 6a), das Bayesche
Theorem und die in diesem Abschnitt behandelte, ihm
offenbar sehr wichtige Endogenitéts Bias.

% Das gilt wegen der Methode der kleinsten Quadrate.
A bezeichnet einen Schitzwert. Es ist anfanglich fiir
viele Studenten schwer, Annahmen (Hypothesen) iiber
die unbekannte Grundgesamtheit und Fakten, die die
bekannte (weil "gezogene") Stichprobe betreffen, zu
unterscheiden

57 Nicht nur die U; (und damit auch die Y;) sind jetzt
Zufallsvariablen, sondern auch die X;.

e Falscher Kausalannahmen, dass man X
— Y fiir gegeben hélt, wiahrend tatsach-
lich Y — X gilt (nicht erkannte Interde-
pendenz)

Interdependenz ist etwas, was es in Experi-
mentsituationen nicht gibt (aber bei Beo-
bachtungsdaten nie vollig auszuschlieen
ist). Wenn man z.B. im Experiment die
Diingemittelmenge X vergrofert und einen
hoheren Ernteertrag Y feststellt steht natiir-
lich nie umgekehrt X <— Y zur Diskussion,
weil schon rein physisch der Ernteertrag
nicht fir mehr oder weniger Diingemittel
sorgen kann.

Eine "simultaneous causality", also Interde-
pendenz X <> Y (Beispiel Herzkatheter X
und Lebensverliangerung Y: es gilt nicht nur
X — Y, sondern auch X < Y [nur wenn le-
bensverlingernde MafBnahmen nétig sind,
bekommt man X].%®

o Systematischer Einfliisse auf die Stor-
grofse verbergen (etwa von nicht explizit
beriicksichtigten Regressoren X5; X3, ...
[omitted variables], so dass z.B. neben
X; = Y auch X; — Y gilt) und man
damit o mit & systematisch zu hoch
oder zu niedrig schitzt,”

Ein Fall einer omitted variable liegt vor,
wenn das richtige Modell lautet y; = o +
Bix; + Boxy + u;, man aber y; = o + Bx); +
v; geschitzt hat (es ist klar, dass dann E(v;)
= E(BZXZi + ui) #0 ISt)

e Auch die spiter (Abschn. 6a) behandelte
"sample selection bias" oder Messfehler in
den Variablen konnen hier genannt werden.

Endogenitétsfehler beeintrachtigen nicht un-
erheblich die Schitzqualitit, ° was jedoch
mehr eine Sache der statistischen Theorie ist.

5 Man konnte hier auch von einer omitted variable
"Gesundheitszustand" sprechen, die in der Storgrofle
steckt und eine Korrelation mit X erzeugt. Ein anderes
Beispiel (von U. Bram): Wechsel der Versicherung
(X) und Gewinn dabei (Y) in Gestalt niedrigerer Préa-
mien. Es mag X — Y gelten, aber es giltauch Y — X,
denn nur solche Leute wechseln, die sich davon einen
Gewinn versprechen. X ist also endogen.

% und so auch y bei Prognosen mit dem Modell kon-
sequent iiber- oder unterschétzt.

" Die Parameterschitzung ist nicht erwartungstreu
und nicht konsistent. Auch bei Vergroerung des
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Fiir alle praktischen Betrachtungen diirfte es
interessanter sein, die offensichtlich nicht
immer klar zu trennenden Fille eines Endo-
genitétsfehlers klar zu unterscheiden.

Als Beispiel fiir eine nicht beriicksichtigte Vari-
able X, (Priifungsfach) nennt Uri Bram den Zu-
sammenhang zwischen Flei (effort) X; und
Studienerfolg Y.”' Er kann u.U. deshalb nicht —
wie erwartet — positiv sein, oder mit den Daten
nicht nachgewiesen werden, weil die Studenten
das Fach (X;) frei wihlen konnen und viele ein
einfaches Fach wihlen, bei dem sie auch bei
geringem Fleifl einen grofen Erfolg haben. Die
Koeffizienten in der Regression von Y auf X; =
X wiren also verzerrt (nicht erwartungstreu)
weil X, tiber U aufY einwirkt.

Man kann auch ein Feedback der zu erkldrenden Va-
riable Y auf den Regressor X, vermuten: weil man
eine gute Note anstrebt (Y) wihlt man ein leichtes
Fach. Es ist das sich am Erfolg Y orientierte (Wahl-)
Verhalten, das ein feedbak zwischen Y und den kau-
sal fiir Y verantwortlichen Aktivitidten X erzeugt.

Es ist auch grundsitzlich nicht einfach, das
Endogenitétsproblem von dem der Scheinkorre-
lation zu unterscheiden. Uri Bram bringt das
Beispiel der Korrelation zwischen ice cream
sales (C) und drowning (D) und deutet das als
omitted variable Problem (Nichtberiicksichti-
gung der Variable Temperatur T). Wir wiirden
hierin eher einen Fall von Scheinkorrelation se-
hen, ganz im Sinne der folgenden Graphik:

Im Sommer (T hoch) wird gerne
Speiseeis gekauft (C) und wegen
der Hitze auch in Badeseen geba-
det, so dass es hdufiger zum Er-
trinken (D) kommen kann.

V;

im Unterschied zu einem omitted variable Prob-
lem in der allerdings ziemlich unsinnigen Vor-

Man "erklért" das Ertrinken (D)
durch groflen Eiskonsum C (ab-

stellung der Regression d; = o + Bc; + u;,
wegig!!) und hat dabei die Va-
riable T "vergessen" (omitted),

C T
D bzw. diese implizit in der Stor-

f grofle "versteckt", so dass U
U mit C korreliert.

Stichprobenumfangs néhert man sich nicht dem wah-
ren Wert von o und 3.

"' Anders als bei der Scheinkorrelation diirfte hier X,
und Y auch wegen einer Kausalitdt X; — Y korrelie-
ren und nicht nur indirekt liber eine dritte Variabel X,.

Das Interessante ist hier auch weniger, dass
man B (und auch o) in der Regression (die oh-
nehin unsinnig ist) von D auf C nicht gut schét-
zen kann, als die gar nicht kausal zu erkldrende
Korrelation zwischen C und D (also [rcp| > 0).

Warum Endogenitét ein Problem ist, mag noch
deutlicher werden, wenn man ein simultanes
(6konometrisches Mehrgleichungs)modell be-
trachtet, wo man dann auch von "simultaneous
equation bias" spricht. Wie so oft erscheinen
gleiche oder zumindest dhnliche Probleme unter
verschiedenen Namen. Vgl. hierzu mehr Hin-
weise im Anhang (S. 52 unten).

d) Modelle und Modellbausteine (kontext-
abhdingige Schiitzwerte)

Bleiben wir noch etwas bei der multiplen Re-
gression, etwa bei einem Modell mit zwei Reg-
ressoren (Einﬂussgréﬁen)72 X; und X,

Y, = By,lZ +Byl.2X1i +By2.1X21 +u; (1=1,...,n).

Die Konstanten 3 (weil konstant ohne Sub-
skript 1) heilen partielle (oder auch multiple)
Regressionskoeffizienten 7 (was bisher o
war ist jetzt By 1, mit den beiden Regressoren
hinter dem Punkt). Viele sind erstaunt, dass

sich der Schitzwert ﬁyl_z (im Folgenden ein-

fach by;,) verdndert wenn man eine andere
als die bisherige Variable als Variable X,
betrachtet oder von by; 3 verschieden ist in
einem Modell mit zusdtzlich X3). Das liegt
daran, dass die B-Koeffizienten aufgrund
eines Gleichungssystems geschitzt werden
und rechnerisch alle Koeffizienten miteinan-
der zusammenhdngen. Aber was das konkret
bedeutet ist vielen nicht ganz klar.

Ich habe dies oft bei Diskussionen mit Nicht-
statistikern im Zusammenhang mit Mietspie-
geln erlebt: hier ist Y die zu schitzende Quad-

™ oder "unabhingige" (erklirende) Variablen, die

man meist mit x bezeichnet. "Multipel" heifit k > 2
Regressoren. Das Modell ist jedoch nicht "multiva-
riat". Multivariat heiBt, dass wir auch mehrere y-
Variablen (abhéngige Variablen) haben.

7 Partieller und multipler Regressionskoeffizient ist
synonym, aber particlle und multiple Korrelations-
koeffizienten sind zu unterscheiden. Erkenntnisse aus
einer einfachen Regression (k = 1) kdnnen evtl. nicht
weit tiber den (rein deskriptiven) Vergleich bedingter
Mittelwerte hinausgehen, so dass eine befriedigende
Analyse meist erst mit k > 2 Regressoren moglich ist.



Peter von der Lippe, Statistiken richtig verstehen

22

ratmetermiete und X, X,, ..., Xk sind Regres-
soren, wie Wohnungsgrofle, Stockwerk, usw.
oder auch 0-1-Variablen, wie z.B. Vorhanden-
sein eines Balkons, eines Aufzugs usw. Es fallt
manchen schwer einzusehen, warum z.B. der
Koeffizient by, ,  fiir den Balkon (X,) plotzlich
negativ (oder nichtsignifikant) werden kann,
wenn ein Regressor (etwa X;) durch einen an-
deren ersetzt wird, wo doch der Einfluss des
Balkons vorher positiv und signifikant war.
Vermieter meinen dann oft (scherzhaft), dass
sie nach Abschlagen des Balkons eine hohere
Miete verlangen konnten. Es geht also darum,
einzusehen, warum die Schétzung der Modell-
koeffizienten sozusagen "kontextabhéngig" ist.

Die Erfahrung zeigt, dass viele mit dem da-
hinterstehenden Gleichungssystem

Zy n ZXI ZXZ by.l2
ley = le lez lexz : byLz
szy zxz lexz ng by2.1

(oder kompakt in Matrixschreibweise ge-
schrieben X'y = X'X'b) wenig anfangen kon-
nen und dass sie sich nicht anschaulich vor-
stellen konnen, was es bedeutet, dass die
Schitzung des Vektors b :ﬁ mit (X‘X)_IX‘y
eine inverse Matrix (X’X)'1 verlangt. In der
bei nur zwei Regressoren noch sehr iiber-
sichtlichen Darstellung in Gestalt von Re-
kursionsformeln, wie

byl _by2b21 _ byl _by2b21

5 b,,= un

© - 1-by,b,, -1}

(6) byz,1 _ by2 _bylbIZ _ by2 _b);lblz
1-b,,b,, 1-r,

ist die Interdependenz jedoch einfacher zu
sehen. Hierin ist by; die (geschitzte) Stei-
gung in ¥, =a+Px, =b,, +b,x; und by
(was 1.d.R. ungleich b, ist) ist die Steigung
in der (einfachen) Regression von X; auf X,
also X, =b,,+b,,x,, (im Unterschied zur

"umgekehrten" Regression X, =b,, +b,x,).

Damit werden gleich zwei interessante Spe-
zialfdlle verstdndlich

e korreliert der hinzugekommene Regressor
X, mit X; vollstindig (|r;o] = 1) kann by,
und by, nicht berechnet werden (Null im
Nenner von Gl. 5 und 6 und wir haben es

jetzt bei X; und X, faktisch nicht mit zwei
Variablen zu tun, sondern eigentlich nur mit
einer);

e sind X; und X, unkorreliert (r;; = 0 und da-
mit auch by, = by; = 0) dann gilt hier (und
nur hier) by, , = by, (und auch by, ; = by), so
dass hier eine hinzugenommene Variable X,
nichts an Stirke und Richtung (Vorzeichen)
des Einflusses von X; auf Y andert (hier und
nur hier gilt, was félschlich generell erwar-
tet wird, dass ndmlich bei einer Erweiterung
eines Modells die bestehenden Modellbau-
steine unveréndert bleiben). 7

Um zu sehen, wie sich unterschiedliche Annah-
men {iber die Variable X, auf den mit by,, ge-
messenen Einfluss von X; auf Y in Relation zu
by, auswirken stellen wir fest, dass alles von
sechs GroBen (Varianzen s* und Kovarianzen s)
abhingt. Wir nehmen fiinf GroBen als gegeben

2 2 2 .. .
(Sy1 Sy Sis 8y und s; ) an und variieren eine (S;»

und damit r,):

Sy1 = 3, si =9 und 512 =4 (Varianz von X;)
=1y =5/6=0,833 und by, = 5/4=1,25
die nichsten zwei GroBen sind s,, = 8, und s; =
16 damit erhélt man
=1, =8/12=10,666 und by, = 8/16 = 2

Unterschiedliche Annahmen tiber s;, (Kovarianz
zwischen X; und X,) wirken sich auch auf by,
b,; und 1}, aus (und damit auch auf die partiellen
Regressionskoeffizienten)

S12 T2 by1.2 by2.1

1 6 0,750 1,14286 0,07143
2 3 0,375 1,01818 0,30909
3 0 0 1,25 0,5
41 -3 -0,375 1,89091 0,85455
5 -6 -0,750 4,57143 2,21429
und wenn rj, ungeféhr +1 oder -1 ist:

S12 2 byi2 byo.i
6| 7.5 +0,9375 2,58065 | -0,70968*
7! -7,5 | -0,9375 18,0645 8,96774

* Wie Fall 6 zeigt, kann sich sogar das Vorzeichen &ndern
von by, =0,5 zu by, | = - 0,70968.

™ Die Fille sind der negative und positive Extremfall
von (vollstdndiger) Kollinearitit (negativ) und unab-
héngigen (unkorrelierten) Regressoren (positiv). Nur
bei unabhingigen Regressoren ist auch die multiple
Bestimmtheit (von y durch x; und x; und ...) die
Summe der einfachen Bestimmtheiten (y durch x,, y
durch x, usw.).
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Man kann leicht nachrechnen, dass by, mit
ri; = 0,8 null wird und bei r;; > 0,8 dann
auch negativ wird, wihrend by, nur positiv
sein kann.

Wir weisen nur darauf hin, ohne dies zu de-
monstrieren, dass mit zunehmendem Wert von
(r12)2 also mit gegen Null strebendem Nenner 1
- (r;)* in den Gleichungen 5 und 6 die Streu-
ung (der Stichprobenfehler) der geschétzten [3-
Koeffizienten b groBer (und das Konfidenzin-
tervall breiter) wird.

Betrachtet man die Ergebnisse der Tabelle,
so neigen viele dazu, die jeweils positiven
Koeffizienten”

by1.2 by2.1
1 1,14286 0,07143
2 1,01818 0,30909
3 1,25 0,5

dahingehend zu interpretieren, dass X; die
"wichtigere" Einflussgrole fiir Y sei, weil
byi» durchwegs grofler ist als by, ;. Solche
Betrachtungen sind jedoch aus mindestens
zwei Griinden falsch

e wenn 11 # 0 ist, dann misst by, nicht
nur den Einfluss von X;, sondern z.T.
auch den von X, und entsprechend by, ;
nicht nur den von X,, sondern z.T. auch
den von X; und weil

e auch wenn r;, = 0 ist, der erste Einwand
also nicht Platz greift die Koeffizienten
nicht in ihrer Grofle vergleichbar sind,
weil sich die Variablen X; und X; in
ganz unterschiedlichen GroéBenordnun-
gen bewegen konnen.

Um das zu beriicksichtigen miisste man die
"standardisierten" partielle Regressionskoef-
fizienten b* berechnen’®
. S . S
byl,z = by1.2 -— und by2.l :byI.Z =
Sy Sy
Da die Standardabweichung von X, doppelt
so grof} ist wie die von X (s, =4, s; =2 und

sy = 3) erhilt man b, ,= 0,833 und b, =

™ Die im Folgernden beschrieben falsche Betrach-
tungsweise kommt schon dann in Schwierigkeiten,
wenn die (partiellen) Regressionskoeffizienten unter-
schiedliche Vorzeichen haben.

76 Sie heiBen auch B-Koeffizienten, sollen aber hier
mit b" bezeichnet werden.

0,667. Der Unterschied ist zwar nicht mehr
ganz so groll wie bei den nichtstandardisier-
ten Koeffizienten, aber es ist in jedem Fall
falsch zu meinen, X; sei 2% mal so "wichtig"
wie X5 (weil 1,25/0,5 =2,5).”

Zwar spricht man beim Fehlschluss, wonach die
Regressionskoeffizienten unberiihrt sein sollten
vom Hinzu- oder Wegtreten von anderen Reg-
ressoren oder ihre Betrige gdben Aufschluss
tiber die relative Stirke eines Einflusses nicht
von einer "fallacy" oder einer "Paradoxie", aber
tdte man es, so wire auch dies wieder mal so
ein typisches Verstidndnisproblem einer statisti-
schen Methode, das manche zum beliebten,
aber unsinnigen Vorwurf von "Liigen mit Sta-
tistik" veranlasst.

Wie man hier und auch im vorangegangenen
Abschnitt iiber Endogenitit sieht, sind auch die
in der Literatur immer wieder behandelten
"fallacies" "biases" nicht leicht vollstindig,
tiberdeckung- und widerspruchsfrei zu klassifi-
zieren und auseinanderzuhalten. Es lohnt sich
gleichwohl, zu versuchen, hier etwas System
hineinzubringen und daraus auch — im positiven
Sinne — allgemeine Lehren fiir eine gute Statis-
tik zu gewinnen.”®

5. Einige grundlegende Denkmuster in
der Statistik

Statistik "verstehen", wie es im Titel dieses
Papiers heif3t, bedeutet vor allem, mehr und
mehr Zusammenhdnge zwischen Methoden
zu erkennen und das hinter ihnen bestehende
System zu sehen. So sieht man z.B. dass
Schétzen und Testen verschiedene Darstel-
lungen des gleichen empirischen Befundes
sind, oder dass die Varianzanalyse als Spezi-
alfall der Regressionsanalyse aufgefasst
werden kann (was zu vermitteln ein Haupt-
anliegen des Lehrbuchs von Roger Bakeman
und Byron Robinson ist).

7 Ich erinnere mich noch gut daran, wie in den 70er
Jahren in Marburg ein Habilitand in der VWL-Theo-
rie eine solche Regression mit zwei Regressoren von
den Statistikern rechnen lie3 und nicht nur X; fiir die
wichtigere Variable als X, hielt weil fiir die nichtstan-
dardisierten Koeffizienten by;, > by, galt, sondern
dies auch noch theoretisch begriindete. Rechnete man
mit den standardisierten Koeffizienten war das Ge-
genteil der Fall (X, erschien danach wichtiger als X;).

7 Das ist im Prinzip das, was wir uns hier mit diesem
Papier vorgenommen haben.
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Zu den Grundvorstellungen (oder typischen
"Denkfiguren") der Statistik gehdrt auch der
Gedanke, dass eine VergroBBerung der Datenba-
sis i.d.R. von Vorteil ist, was aber jedoch auch
— wie unter 5b gezeigt — zu relativieren ist

In diesem Abschnitt 5 kdnnen natiirlich nicht
alle "grundlegenden Denkmuster in der Statis-
tik" dargestellt werden. Zu solchen Mustern ge-
hort z.B. sicher auch die in Abschn. 6b und 6¢
noch einmal behandelte "Logik" von Signifi-
kanztests und das Konzept der Stichprobenver-
teilung einer Schitzfunktion (= Stichproben-
funktion) wie z.B. die Schéatzfunktion von X
fiir p (oder p fiir m).

a) Systematisch und zufillig: was heifit
"Erkliiren' in der Statistik?

Bei der Darstellung der hinter dem "Experi-
ment" stehenden "Logik" haben wir bereits
einen in der Statistik immer wieder auftre-
tenden Gedanken kennen gelernt: bei den
nicht zu kontrollierenden (nicht willentlich
zu variierenden) Einfliissen sollte man den
Zufall "walten" lassen, weil es oft gerechtfer-
tigt ist, anzunehmen, dass sich diese weniger
bedeutsamen und in beide Richtungen (posi-
tiv und negativ) wirkenden Einfliisse gegen-
seitig autheben. Der gleichen Erwartung
entspringt auch die Vorstellung, dass man
mit wiederholten Messungen (replications)
z.B. bei einem Experiment eher zum richti-
gen Ergebnis kommt, weil sich (als zufillig
anzunehmende) Messfehler gegenseitig auf-
heben. In diesem Sinne unterscheidet man
bei "Fehlern"
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Variationsquelle (VQ) F-Test und H,, dabei
syste-  |erklart; zwischen | F = Vg/Vg mit
matisch |(between) Vg = erklérte Varianz
.1y |residual, inner- Vg = Residualvarianz
zufillig halb (within) Hy: nur Zufall (VR)

Ursache "heben sich auf" (Ausgleich)
syste- nein; sie konnen auch alle nur
. bekannt e o
matisch positiv oder nur negativ sein
zufillig |unbekannt | ja; sie konnen + und - sein

Bei randomization im Experiment macht man
sich die die Ausgleichstendenz beim Zufall zu
Nutze. Ein weiteres Argument dafiir, den Zufall
walten zu lassen wird bei Stichproben genutzt:
hier geht es um die Vermeidung von Einseitig-
keit und Willkiir, um die Eigenschaft des Zu-
falls, "blind" zu sein, keine Priferenzen zu ha-
ben und ohne Ansehung der Person zu agieren
(mehr dazu auch in Abschn. 6a).

Die entsprechende Terminologie beim "Er-
kldaren" mit "Einflussfaktoren", auf die wir
gleich zu sprechen kommen ist:

"Erklaren" einer Variablen y bedeutet in der
Statistik, dass die Varianz von y in eine "sys-
tematische" und eine "zufillige" Varianz-
komponente zerlegt werden kann. Die Vor-
stellung ist, dass y schwankt, weil y von sys-
tematischen Einfliissen bestimmt wird, die
aber auch noch durch zufillige (auch "noise"
genannt) iiberdeckt werden und es gilt, ein
durch "noise" verdecktes Muster aufzude-
cken. ”” In der einfachen (einfaktoriellen)
Varianzanalyse kann z.B. der Ernteertrag Y
durch den qualitativen Faktor Art des Diin-
gemittels mit den "Stufen" (levels) Aj,
A,, ..., A; erklart werden Wir unternehmen
nj, ny, ... nf Messungen mit dem jeweiligen
level und erhalten die mittleren Ernteertrige

n, 0, 0y
ZXIJ szj ZXU

< _ =l _ =l _ =l
Y1 - ’ Y2 - 9000y YI -
n, n, n,

und iber alle Faktorstufen gerechnet den

I n
Gesamtmittelwert y = z Z Yij /(n —1) mitn

i=1 j=I
=n; + ny +... +n;. Fur die Unterschiedlich-
keit der Mittelwerte Yy,,y,,....,y, (unter-
schiedliche mittlere Ernteertrige) im Ver-
hiltnis zu y ist der "Faktor" (= die Ursache)
A = Art des Diingemittels verantwortlich, so
dass die Summe der Abweichungsquadrate

1
SSE = n,(¥,—¥) als (mit der Diingemit-
i=l1
telart) "erkldrte" Variationsquelle VQ zwi-
schen den Stufen [between] gelten kann.

Dass trotz gleicher Faktorstufe (gleicher
Diingemittelart) y schwanken kann, liegt an
zufdllig wirkenden anderen Faktoren, die
eine nicht erkldrte (residuale) Variations-
quelle (innerhalb [within] der Stufen) mit

” Eine "Konstante", etwa y = 14 kann man nicht mit
Mitteln der Statistik "erkldren" und auBerhalb der
Statistik hat "Erklaren" eine viel weiter gehende Be-
deutung, ndmlich etwas auf seine Ursachen zuriick-
filhren und, mehr noch (im Idealfall), den Mechanis-
mus aufzeigen, mit dem die fragliche Ursache die
beobachtete Wirkung quasi "erzeugt".




Peter von der Lippe, Statistiken richtig verstehen

SSR = i i (Yij - g’l)z = ZI: (n, —1)s; darstel-
=

i=l j=I

len, wobei s’ = zj (yij —?i)z / (n; —1) ist.
Wie man sieht, gilt die Zerlegungsformel

SST =33y, ~ 7} =SSE +SSR , worin T

i=1 j=1
fur "total" steht und man erhilt dann die be-
kannte Tabelle

VQ df* Varianz (mean square)
erklart | SSE |I-1 | MSE =SSE/(I-1)
residual | SSR | n-1 | MSR = SSR/(n-1)
Summe | SST | n-1 Summe nicht sinnvoll

* degrees of freedom (Anzahl der Freiheitsgrade)

und die PriifgroBe F = MSE/MSR, die F-
verteilt ist mit I - 1 und n - 1 Freiheitsgraden
und mit der die Nullhypothese Hy: p; = o
=... =y (kein Einfluss des Faktors A; Ern-
teschwankungen nur zufillig) getestet wird.

Man kann zeigen, dass der bekannte t-Test fiir
zwel unabhéngige Stichproben der Spezialfall
hiervon mit I = 2 und der Hy: p; = p, oder, was
ja identisch ist p, - p, = 0 (daher auch der Aus-
druck Null-hypothese) ist.

Betrachtet man nun zur "Erklarung" des Ern-
teertrags eine Regressionsfunktion mit K
Regressoren als quantitative Variablen X,
Xa,...,Xk (etwa Diingemittelmenge) so ist

(7) yi=a+ len +"'+ﬁKXKi

(1 =1, ..., n; wir haben in diesem Papier
auch mit den Symbolen a und b statt ¢.und
[3 operiert) als "erklarter" Teil von y; (bei y;
= ¥,+10, ) aufzufassen und G, als nicht er-
klarter (zufédlliger) Teil von y;.

Da die "Regresswerte" y, wie auch die beo-
bachteten Werte (unsere Daten) y; im Mittel
gleich y sind (weil die 0, ja bei der LS-
Methode im Mittel null sind) gilt

SSE =S, =>(,-¥) und

i=1
n

SSR =S,, = 0 sowie
i=1

SST =S, = Z (v;—¥) und 8, =S +S,.

i=1
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Man erkennt sofort anhand der Zerlegung
VQ df Varianz
erklart | Sy | K=k-1 | S /K
residual | S;; | n-K-1 Si/(n—K-1)
Summe | S,, |n-1

die Ahnlichkeit mit den vorangegangenen
Ausfiithrungen zur Varianzanalyse. Jetzt ist
auch die PriifgroBBe F ganz analog definiert

S, /K . .
als F=—2——— Zum Begriff "Frei-
S /(T-K~1)
heitsgrad": In Gl. 7 sind k = K+1 Parameter
zu schétzen, ndmlich a, Bi,..., Bk in Gestalt

von &,B,,....B, . Hat man f,....,B, so steht

auch a fest weil dann bei der Methode der
kleinsten Quadrate (LS-Methode) auch y =

O+ BX, +..B Xy gelten muss.

Die Betrachtungen mit der Tabelle und mit F
gelten ganz allgemein, fiir jedes K, etwa fiir K =
1 oder K = 2. Im Abschn. 3b (regression to the
mean) hatten wir den Fall einer einfachen linea-
ren Regression (K = 1)* und in Abschn. 4d ei-
nen Fall mit K = 2 Regressoren (X; und X3).

Wir sahen nicht nur die fundamentale Bedeu-
tung der Unterscheidung systematisch/erklért vs.
zufillig/residual, sondern auch ein Beispiel da-
fiir wie verschiedenen Methoden in der Statistik
gleiche Grundgedanken zugrundeliegen.

Verwandt sind auch "schétzen" und "testen".
Ein Konfidenzintervall fiir p zu berechnen
dessen Grenzen beispielsweise 380 und 420
sind und die Hy: p = 400 anzunehmen (oder
wenn die Grenzen 350 und 390 wiren H,
abzulehnen) lauft auf das Gleiche hinaus.®'

Was die so beliebten "fallacies" betrifft, so lduft
beides (Schitzen und Testen) auch darauf hin-
aus, sehr viel mehr als wir das im Alltagsleben

% Der t-Test der Hypothese f = 0 ist identisch mit
dem F-Test, denn bei 1 und n — 2 Freiheitsgraden gilt
fiir die PriifgroBen F = t*.

8 Dieses Beispiel von diametral entgegengesetzten
Testentscheidungen, aber gleichwohl iiberlappender
Konfidenzintervalle [380; 420] und [350; 390] zeigt,
dass die Testentscheidung allein ein falsches Bild
zeichnen kann. Das ist die Botschaft des Buches von
Geoff Cumming, in dem er sich groBspurig als Schop-
fer einer "New Statistics" prdsentierte (was aber ei-
gentlich alles schon im Buch von Paul D. Ellis enthal-
ten war). Wir gehen darauf in Abschn. 6¢ weiter ein.
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tun auch die Moglichkeit ins Auge zu fassen,
dass etwas nicht explizit mit einer bekannten
Ursache zu "erkldren" ist, sondern (was ja die
"Annahme" von H, bedeutet) "nur Zufall" sein
konnte. Die Nullhypothese zu testen, heif3t ja,
zu fragen, wie wahrscheinlich der Stichproben-
befund ist, wenn es keine "systematische", son-
dern nur die zuféllige Variationsquelle gibt.

b) ""Big data" und Statistik: die grofie Mas-
se macht's?

Unter dem Stichwort "Big data" versteht
man die statistische Auswertung von Daten,
die permanent, und in grolen Massen, quasi
als kostenloses Nebenprodukt generiert wer-
den durch Internet-, Smartphone-, Kreditkar-
tennutzung usw., aber auch durch Verkehrs-
steuerungssysteme, Kameras usw.

"Amazon iiberwacht unsere Produktvorlieben und
Google unser Surfverhalten... Twitter und Facebook
sammeln und speichern Daten iiber die sozialen Be-
ziehungen der Menschen."™ Nicht nur die Flut an
digitalen Informationen, auch die ebenso gigantisch
gestiegenen Rechen- und Analyseméglichkeiten ®
ndhren die Hoffnung, so mit statistischen Auswer-
tungen zu empirischen Erkenntnissen zu gelangen
(vor allem auch wenn personenbezogene Daten zu
Prognosen iiber das kiinftige Verhalten dieser Perso-
nen und zur Vorbeugung von Verbrechen genutzt
werden). * Die Beschreibung ist hier, wie schon
beim "Data Mining" mit automatischen Suchen nach
"etwas Wertvollem" (Muster, Assoziationen, Korre-
lationen, bewusst ohne Anspruch auf Kausalitét) et-
was vage: man spricht z.B. von® "extract new in-
sight, create new forms of value".

Vom Standpunkt der Statistik sind jetzt pri-
mér zwei Fragen von Interesse

e Haben wir hier eine quantitative Steige-
rung oder einen qualitativen Sprung ge-
geniiber dem, was Statistik (und ihren
Wert) seit je her ausmacht; systematisch

2 Wirtschaftswoche 41/2013 (aus einem Artikel zu
einem Vorabdruck der deutschen Ubersetzung des
Buchs von V. Mayer-Schonberger und K. Cukier).

% Nate Silver zitiert eine Schitzung von IBM, wo-
nach tiglich 2,5 Quintillionen (1018) Bytes Daten
hinzu kommen.

% Die Befiirchtung ist dann, dass eine Person fiir eine
Tat bestraft wird, die sie nicht begangen hat, die sie
aber — angesichts ihres aus den Daten herausgefilter-
ten "Profils" — mit einer hohen Wahrscheinlichkeit
begehen konnte.

% Hier und im Folgenden v.a. Zitate aus dem Buch
von Mayer-Schonberger und Cukier.

"Massen" (Gesamtheiten mit vielen Ein-
heiten) zu betrachten, weil erst bei Be-
obachtung vieler (gleichartiger) Fiélle
RegelmiBigkeiten sichtbar werden?™

e [st Big Data und der Trend zu Data Wa-
rehouse Systems (Vorhalten von Daten
und Analysen) eine Bedrohung der Son-
derstellung der amtlichen Statistik als
Produzent statistischer Daten?®’

Sieht man, was sich die Enthusiasten von
"Big Data" hiervon versprechen und wie sie
"Data Mining" definieren, ndmlich als "the
art and science of intelligent data analysis",
was im Ergebnis "will continue to help
change our world for the better",* so mag
man sich fragen was hier fiir die "traditionel-

le" Statistik noch zu tun {ibrig bleibt.

Eine ziemlich allgemeine Uberzeugung
scheint zu sein, dass trotz eines gemeinsa-
men Fokus auf "Massen" bei Statistik und
Big Data bei letzterer doch noch eine Art
"qualitativer Sprung" vorliegt, wobei die
Begriindung (im Folgenden nach Mayer
Schonberger und Cukier) vage und nicht un-
problematisch zu sein scheinen:

e Als prinzipiell neu gilt der Verzicht auf
Kausalitdt (Korrelation geniigt) "society
will need to shed some of its obsessions
for causality in exchange for simple cor-
relation not knowing why but only what.
This challenges our most basic under-
standing of how to make decisions and
comprehend reality."®

e mehr Vollerhebungen, Stichproben sind
ein Relikt aus der "small data environ-
ment" (es fragt sich, ob damit nicht die
iibliche Unterscheidung zwischen de-
skriptiver und induktiver Statistik hinfal-

% Beispiel: in der "Masse" sind Knaben- und Maid-
chengeburten etwa gleich hdufig, was aber der einzel-
ne auf Grund seines Bekanntenkreises oft nicht er-
kennt, weil er Familien kennt mit drei Tochtern und
keinen Sohn oder mit zwei S6hnen und einer Tochter.
7 Auf diese Frage bin ich an anderer Stelle (mein
Papier "Statistik und Manipulation") eingegangen.

% G. Williams, Data Mining with Rattle and R, 2011.
% Nate Silver zitiert dagegen (missbilligend) einen
US Journalisten, der meinte "that the sheer volume of
data would obviate the need for theory, and even for
the scientific method."
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lig wird, was wohl auch das folgende
Argument erklirt) °,

e "loosen up our desire for exactitude:
with less error from sampling we can
accept more measurement error” (als ob
man eine Art Fehler durch eine andere
Art von Fehler substituieren konnte) und

e Expertenwissen (im jeweiligen Sachge-
biet) wird weniger wichtig, weil der
Computer die korrekten Wahrschein-
lichkeiten liefert (gedacht ist an die oben
behandelte Vorstellung der Vorhersag-
barkeit eines einzelnen Ereignisses auf-
grund von Wahrscheinlichkeiten).”!

Ein GroBteil der hier aufgelisteten methodi-
schen Besonderheiten von Big Data gegen-
iber der Statistik scheint darauf hinauszulau-
fen, dass man es sich dank mehr Rechen-
und Speicherkapazitit erlauben kann, me-
thodische Skrupel und Qualititsanspriiche
der Statistik iiber Bord werfen zu kénnen.

Trotz der Gemeinsamkeit von Statistik und
"Big Data" beim Motto "Die grofle Masse
macht's" (mit dem Anspruch, gerade mit der
Masse der Daten auch substanziell neue Er-
kenntnisse zu liefern) kann das Ergebnis
doch sehr verschieden sein. Die "gro3e Mas-
se" ist also nicht hinreichend als Kennzei-
chen oder Fundament der Statistik. In man-

% Dass das blanker Unsinn ist wird schnell klar, wenn
man an die statistische Qualitdtskontrolle oder an Ver-
suchsreihen in der Pharmaindustrie denkt. Auch bei
noch so vielen Daten wird ein Hersteller von Gliihbir-
nen die Lebensdauer seiner Produkte nur an einer
kleinen Stichprobe iiberpriifen, weil er doch den gro-
Beren Teil seiner Produktion verkaufen will. Ein an-
deres Beispiel ist die Capture-Recapture Methode:
wie stellt man die Anzahl der Fische in einem Teich
fest ohne das Wasser abzulassen und dann nur noch
tote Fische zdhlen zu konnen? Es ist auch kein Relikt
aus einer liberwundenen trilbben Vorzeit, wenn man

neue Medikamente nicht gleich im GroBversuch testet.

°! Die Autoren zitieren Buch und Film "Moneyball",
in dem ein Informatiker per Computer die optimale
Basketball Mannschaft zusammenstellt, die nach einer
Anlaufzeit jedes Spiel gewinnt. Wie man sieht, beflii-
gelt das "Big" zu Utopien.

%2 Mayer Schonberger und Cukier erwihnten, dass bei
Google mal eben 450 Millionen (!!) mathematische
(vermutlich 6konometrische) Modelle mit verschie-
dener Auswahl von "search terms" als Regressoren
auf ihre Prognoseféhigkeit ausprobiert wurden.

cher Hinsicht ist Big Data sogar cher das
glatte Gegenteil von Statistik, ndmlich

e methodisch, z.B. wenn man bewusst da-
rauf verzichtet Ursachen festzustellen
und sich mit Korrelationen begniigt”

e und hinsichtlich des Zwecks von Daten-
analysen, was im Falle von Big Data na-
he an Uberwachung, Spionage u. i. liegt
und keinesfalls Aufgabe der Statistik ist.

Neben Enthusiasten gibt es deshalb auch Skepti-
ker. Man findet Vorbehalte bei Nate Silver und
noch deutlich mehr bei Kaiser Fung: "here is a
real danger that Big Data moves us backward,
not forward. It threatens to take science back to
the Dark Ages, as bad theories gain ground by
gathering bad evidence and drowning out good
theories."” Er begriindet das mit der zu erwar-
tenden Uberflutung (eines gerade deswegen un-
kritischen Publikums) mit konkurrierenden,
zweifelhaften "empirischen Erkenntnissen".

Wir beschranken uns hier bewusst auf mogliche
Entwicklungen in puncto Methoden der empiri-
schen Forschung, weil es uns auf die Methoden
ankommt, bei Big Data einerseits und Statistik
andererseits. Viele sehen das Problem mit Big
Data vor allem in der "Anwendung" auf die
einzelne Person, also etwas, was in der Statistik
gerade nicht vorgesehen ist: individuell zuge-
schnittene Versicherungsbeitrage, Verhalten des
Arztes bei "big data driven diagnosis", oder von
Kommissionen bei der Auswahl aus Bewerbern,
und der frithe Verdacht (oder gar die Bestrafung)
bei Straftaten, die man noch gar nicht begangen
hat.

¢) Modelle und Priifung der Modell-
voraussetzungen

Man erlebt oft, dass ein Vater von seinem Sohn
(der weithin sichtbar der totale Versager ist)
sagt, er sei hyperintelligent aber leider sehr faul.
Es kommt so gut wie nie vor, dass es heifit, er
habe sich enorm bemiiht, aber all sein Schuften
hat nichts geholfen, weil er nie etwas kapiert
hat. Vieles was mit der Statistik gemessen wer-

% Das und das blinde Vertrauen in einen nicht durch-
schauten "Algorithmus" ist nicht nur das Gegenteil
von Statistik, sondern auch das Gegenteil von Wis-
senschaft, vor allem wenn man trotzdem glaubt Téter
von noch nicht begangenen Taten aufgrund einer be-
rechneten Wahrscheinlichkeit personlich verantwort-
lich machen zu konnen.

% K. Fung, Numbersense 2013.
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den soll, tangiert Werte (gut/schlecht) wo man
keine "objektiven" Auskiinfte von Befragten
erwarten kann. Es macht keinen Sinn, eine Um-
frage durchzufiihren, und die Leute zu fragen:
"Sind Sie intelligent?"* Es wire auch sinnlos,
einen gerade geborenen Saugling nach ih-
rer/seiner Lebenserwartung *° zu fragen. Nie-
mand kennt sein voraussichtliches Sterbealter.

Es gibt also Dinge, die man nur indirekt, nur mit
einem Modell messen kann, und auch hier kann
die Statistik viel leisten. Es ist zu unterscheiden:

Stochastische Nichtstochastische
Modellle Mo?elle
Intelligenz, attitudes Lebenserwartung (statio-
(Faktorenanlyse)* A nire Bevolkerung**)
Verweildaueranaly- Inlandsprodukt (Modell
sen (Verweildauer als des Wirtschaftskreislaufs;
Zufallsvariable) Volksw. Gesamtrechnung)

* Man liest in deutschen Texten auch dfter “Faktoranalyse”,
offenbar wegen "factor analysis", oder weil man nicht weif3,
dass i.d.R. mehr als nur ein Faktor "extrahiert" wird.

™ = Sterbetafelbevdlkerung (eine Berechnung nach Art einer
Sterbetafel, allerdings nicht nur mit konstanten, sondern so-
gar fiir jedes Alter x gleichen Sterbewahrscheinlichkeiten
unternehmen wir im Abschn. 6a im Zusammenhang mit der
survivor bias).

Die Unterscheidung héngt nicht zwingend mit
dem Gegenstand der Untersuchung zusammen.
und wir haben deshalb auch ein Beispiel fiir
zwei verwandte Gegenstdnde farblich hervor-
gehoben Die Lebenserwartung ist eine Art von
"Verweildauer" und man kann so etwas auch
mit einem stochastischen Modell untersuchen,
wenn man z.B. mit der Weibull Verteilung als
Wabhrscheinlichkeitsverteilung arbeitet und da-
raus die hazard rate (entspricht Sterbewahr-
scheinlichkeit) und Uberlebensfunktion (Ab-
sterbeordnung bei der Sterbetafel) abgeleitet.

Der Vorteil einer Analyse auf Basis eines
stochastischen Modells ist, dass nicht nur
Hypothesen iiber Parameter des Modells
gepriift werden konnen, sondern dass ein
solches Modell (i.d.R. in Gestalt von einer
Gleichung oder einem Gleichungssystem)

% Auch Einstellungen (attitudes) gehdren dazu: man
kann keine Umfrage machen und fragen: sind Sie ein
Rassist oder ein Antisemit usw.

% Mit der Lebenserwartung ist meist die einer/eines
Nulljéhrigen gemeint, also ey. Die Lebenserwartung ey
ist aber eine Funktion des Alters x, so dass sich e, ¢,
e,,... unterscheiden. Eine héufige Fehlvorstellung ist
auch, dass e, stets genau ein Jahr weniger sein
miisste als e, (so etwas wiirde nur bei einer rechtecki-
gen Uberlebensfunktion gelten: alle werden X = Xy =
o Jahre alt und sterben dann alle im gleichen Alter ).

gerade wegen der Zufallsvariable(n) in der
(den) Gleichung(en) im Hinblick darauf be-
urteilt werden kann, wie gut das Modell ins-
gesamt den Stichprobendaten angepasst ist.”’

Man hat also hier (aber nicht bei den nicht-
stochastischen Modellen) mit MaBen der
Giite der Anpassung (goodness of fit) die
Moglichkeit, von schlechteren zu besseren
Modellen zu schreiten. Man kann und sollte
hier mit statistischen Tests priifen (was bei
nichtstochastischen Modellen nicht geht):

e Hypothesen iiber Parameter (meist Ho:
Bx = 0, also kein Einfluss von Xy oder [3;
=B, =...=Px =0, so dass y nur durch
eine Konstante und die Storgrofie u be-
stimmt wird),

e {iber die Giite der Anpassung des Mo-
dells als Ganzes, und

e ob die Modellannahmen erfiillt sind.

Es ist durchaus mdglich, dass viele oder alle
Bestimmungsfaktoren (im Sinne von Regresso-
ren X;, Xy, ..., Xk in einer geschitzten Regres-
sionsgleichung) "relevant" sein konnen, in dem
Sinne, dass die entsprechenden Regressionsko-
effizienten signifikant sind, die Anpassung des
Modells insgesamt aber gleichwohl unbefriedi-
gend ist, so dass man das "richtige" Modell
noch nicht gefunden hat und es mit einer ande-
ren Menge (Auswahl) von Regressoren versu-
chen muss. Bei unbefriedigenden Schétzergeb-
nissen kann

e ¢s an der Spezifikation (z.B. Auswahl der
Regressoren) liegen, aber auch

e an den Daten, wenn die Variablen z.B. zu
wenig streuen oder untereinander zu sehr
korrelieren.

Ein Modell kann auch ganz unabhingig von
den Daten iiberhaupt gar nicht schitzbar sein,
weil Koeffizienten in den Gleichungen nicht
"identifiziert" sind. In einem "unteridentifizier-
ten" Modell miissen Gleichungen (und damit
das Modell) gedndert werden, um es iiberhaupt
erst schétzbar zu machen.

%7 Das nichtstochastische Modell der stationiren Be-
volkerung ist z.B. bekanntermaflen unrealistisch (ein
heute 20 Jahriger hat in 10 Jahren die gleiche Sterbe-
wahrscheinlichkeit q;o wie ein heute 30 jahriger). Man
beachte: trotz Sterbewahrscheinlichkeit ist das Modell
nichtstochastisch, weil e, streng funktional (ohne eine
StorgroBe) von den Groflen gy abhéngt.
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Das "Priifen" mit statistischen Tests betrifft
nicht nur Schétzergebnisse, sondern auch die
fiir die Schétzung eines Modell zu treffenden
Annahmen tiiber die Variablen,98 die mit ei-
ner Gleichung bestimmte Funktionsform und
vor allem iiber die Verteilungen der Storgro-
Ben.” Andererseits ist zu bedenken, dass
mit dem Vorteil, verschiedene Modelle beur-
teilen zu konnen auch verbunden ist, dass die
jeweils getroffenen Modellannahmen {iber-
priift werden sollten.

Solche Annahmen sind notwendig damit die
Schitzungen bestimmten Giitekriterien'” genii-
gen). Es wird oft nicht beachtet, dass die Null-
hypothese Hy bei solchen Tests besagt, dass die
betreffende Modellannahme erfullt ist, so dass
man — anders als bei den eher gewohnten Tests
der Koeffizienten — an der Annahme von H,,
und nicht an deren Ablehnung interessiert ist
("nicht signifikant" ist hier also gut).

Maligebend fiir die Wahl einer statistischen
Methode (und damit meist auch eines sto-
chastischen Modells) sind

1. die Fragestellung und

2. die Qualitdt der Daten, insbesondere das
Skalenniveau der Variablen; aber

3. es gibt auch Fille, wo es bei der Metho-
denwahl auf die inhaltliche Aussagefa-
higkeit der Daten ankommt.

Zu 1 (Zwei oder mehr Methoden kénnen fiir
die gleiche Fragestellung geeignet sein): So
kann z.B. die Frage, welcher von zwei vor-
gegebenen Gruppen (wie Kédufer/Nichtkdufer
eines Produkts oder Diagnose krank/nicht
krank) eine Einheit aufgrund ihrer Merkmale
(wie Einkommen, Beruf usw. bzw. im Fall
gesund/krank Blutdruck, Fieber usw.) zuge-
ordnet werden sollte mit der Diskriminanza-

% Auf eine solche Annahme sind wir z.B. in Abschn.
4c¢ eingegangen: keine endogene Regressoren.

% Genau genommen liegt jeder der n (i = 1, 2, ..., n)
Beobachtungen der y; (das ist eine Zufallsvariable
weil u; eine Zufallsvariable ist) eine Zufallsvariable
zugrunde, weshalb man auch von Zufallsvariablen u,,
W, ..., U, sprechen kann. Aber weil man unabhéngige
"Zige" aus identischen Verteilungen annimmt kann
man auch von der Zufallsvariable U sprechen mit u;
als einer ihrer "Auspriagungen".

"In Abschn. 4¢ und 6b werden mit "Erwartungs-
treue" und "Konsistenz" Beispiele hierfiir erwéhnt.

nalyse (DA) oder mit der "logistischen Re-
gression" (Logit Analyse, LA) behandelt
werden. Bei der DA werden Gewichte P,
Bi, ..., Pk der Linearkombination der x-
Werte X so bestimmt, dass eine Einheit i
aufgrund von X, = Bo +Bixiit ... + + PrXki
moglichst treffsicher einer der beiden Grup-
pen zugeordnet werden kann. Bei der LA
wird die Wabhrscheinlichkeit =i, dass die
Einheit i zur Gruppe Kiufer bzw. gesund
gehort, bzw. genauer die transformierte

Wahrscheinlichkeit A, =1n(1 & J mit 4, =
“x

Bo + Pixii t ... Pxxk; geschitzt und i nach
MafBgabe von 7, der Gruppe | zuordnet

(wenn Tt,> ') oder der Gruppe 2 also Nicht-
kéufer, bzw. krank, wenn 71, < % (man be-

achte, dass 7, - anders als X, - auf den Wer-
tebereich 0 < &, < 1 normiert ist).'"'

Die Fragestellung ist also verwandt, nicht aber
die Methode und ihre Modellvoraussetzungen.
Die DA gilt als Verfahren der "multivariaten
Analyse", die LA nicht. Weil es in A; = By +
Bixii+ ... Bxxki+ ui K > 1 Regressoren gibt, liegt
eine multiple Regression vor, "multivariat" ist
ein Modell, wenn es auch mehrere (oft "latente")
y-Variablen gibt (z.B. die latenten "Faktoren"
bei der Faktorenanalyse, oder die Linearkombi-
nationen aus K x-Variablen und aus m y-
Variablen bei der kanonische Korrelation).

Zu 2: Das Skalenniveau spielt eine Rolle bei
der Entscheidung fiir einen parametrischen
oder einen nichtparametrischen Test oder die
Messung der Korrelation zwischen zwei Va-
riablen X und Y.

Sind X und Y metrisch skaliert kann man mit
der iiblichen (Produkt-Moment) Korrelation r
rechnen, bei Ordinalskalen mit Rangkorrelatio-
nen (es gibt hier verschiedene Formeln), ist eine
Variable dichotom und die andere Variable
metrisch skaliert, kann man point biserial
correlation coefficients berechnen, sind beide
dichotom kann man mit einen Assoziationsko-
effizient (wie ¢) rechnen, wie es hier in diesem
Papier in verschiedenen Abschnitten geschieht.

""" Genaugenommen néhert sich die mit der LA ge-
schitzte Wahrscheinlichkeit nur asymptotisch dem
Wert 0 bzw. 1.
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Zu 3 (inhaltliche Aspekte): Ein Beispiel hier-
fiir ist die Entscheidung fiir ein Streuungs-
oder ein Konzentrationsmall als beschrei-
bende Statistik. Es gibt Leute, die meinen,
beide Malle messen mehr oder weniger das
Gleiche, ndmlich eine Art "Ungleichheit".
Wir gehen darauf im Anhang kurz ein.

Wir konnen hier keine weiteren Hinweise
zur Methodenvielfalt geben, zumal dieser
Text ja auch kein Lehrbuch sein soll, wollen
aber noch eine Bemerkung zur verdnderten
Rolle der Statistiker machen.

Man muss davon ausgehen, dass es den wenigs-
ten Statistikanwendern (und auch nicht vielen
Statistikern) vergonnt ist, auf vielen Gebieten
auch die fortgeschritteneren Methoden zu ken-
nen und zu verstehen. Andererseits konnen
heutzutage immer mehr Menschen durch leicht
zugingliche Statistik-Software auch bei gerin-
ger Vorbildung in Sachen Statistik sehr ausge-
feilte Methoden der Statistik anwenden, in die
man sich frither vielleicht gerade mal als Dok-
torand hinein vertiefte, und sie lernen solche
komplizierten Methoden in erster Linie aus den

Handbiichern zu ihrer Statistik Software kennen.

Aus alle dem folgt, dass sich die Statistiker
vielleicht verstirkt der Aufgabe widmen sollten,
kurze und gut verstidndliche Einfiihrungen in
ihre Methoden zu verfassen.

6. Grofie und Struktur einer Gesamtheit,
und Schliisse auf Basis von Stichproben

Wie wiederholt betont wurde — zuletzt im
Zusammenhang mit "big data" — geht es in
der Statistik nicht um einzelne Personen,
Betriebe, Gemeinden usw. (allgemein Ein-
heiten), sondern immer nur um Gesamtheiten
von solchen Einheiten und dabei ist Umfang
und Struktur der betreffenden Gesamtheit
von entscheidender Bedeutung.

Das gilt auch fiir Stichproben: ein gleich
grofBer Unterschied zwischen einer Stichpro-
bengrofle, wie X und dem entsprechenden
Parameter p der Grundgesamtheit x - p (oder
auch ﬁk weil ja meist By = 0 gepriift wird)
kann bei einem geringen Stichprobenumfang

n nichtsignifikant, aber bei einem grofleren
Stichprobenumfang durchaus signifikant sein

Viele Verstandnisprobleme, die wir mit Sta-
tistik haben hidngen mit dem Fokus der Sta-

tistik auf Gesamtheiten und den aus ihnen
gebildeten Teilgesamtheiten zusammen, wie

1. Auswahl einer Stichprobe aus einer Ge-
samtheit (die wir aktiv vornehmen) oder
ein Ausscheiden von Einheiten aus einer
solchen Gesamtheit (was wir nur passiv
hinzunehmen haben),

2. die "Inferenz" (allgemein), bzw. speziell
die "Induktion" als Schliefen von einer
Teilgesamtheit auf die Grundgesamtheit,
aus der sie entnommen ist, wobei gerade
der Stichprobenumfang n eine sehr wich-
tige "Stellschraube" ist, und

3. Zusammenhidnge zwischen Statistiken
(wie z.B. Mittelwerte, Korrelationskoef-
fizienten) die sich auf Teilgesamtheiten
beziehen einerseits und solchen, die sich
auf eine aus ihnen aggregierte groflere
Gesamtheit beziehen andererseits.

Die ersten beiden Punkte werden in diesem
Abschn. 6 behandelt, und das dritte Problem ist
das Thema von Abschn. 7, einem Abschnitt, der

mehr einen Gegenstand der Deskriptiven Statis-
tik behandelt.

a) ""Reprisentativitit', Zufallsauswahl,
selection bias und survivor bias

Es gibt Teilgesamtheiten einer Grundgesam-
theit, die nicht von uns gezogene Stichpro-
ben'®” darstellen, sondern irgendwie anders
reduzierte Grundgesamtheiten darstellen. Fiir
eine solche "Reduktion", die nicht wir ab-
sichtlich durch eine Auswahl vorgenommen
haben, sondern die anders entstanden ist, gibt
es verschiedene Griinde, wie

o Nichtbeantwortung (non-response), oder
Ausscheiden (attrition) bei einer Wieder-
holungsbefragung (Panel), was eine Art
Selbstselektion der Befragten ist, und

e natiirliches Ausscheiden von Einheiten
der Grundgesamtheit im Zeitablauf (Li-
quidation von Unternehmen etc.)'” was

192 Der Begriff ist hier allgemein gemeint. Wir werden

spater nur dann von Stichproben sprechen wenn sie
nach dem Zufallsprinzip gezogen worden sind.

' Im Unterschied zur (weiteren) Teilnahmeverwei-
gerung einer Einheit, die an sich zur Zielgesamtheit
gehort wie im Fall von Panelmortalitét (panel attrition)
ist dies ein "unechtes" Ausscheiden, weil das liqui-
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wir hier unter dem Stichwort "survivor
bias" behandeln wollen.

Auch hier ist wieder das Begriffspaar "sys-
tematisch-zuféllig" entscheidend. Das Aus-
scheiden oder die Nichtbeteiligung '* von
Einheiten, oder ganz allgemein das Fehlen

von Daten ("missingness") kann

¢ systematisch, d.h. korreliert mit dem (den)
Untersuchungsmerkmal(en), oder

e zufillig sein.

Bei erheblichen echten nonresponse Fillen
und z.B. systematisch mehr Ausfillen bei
dlteren Personen (wenn das Alter ein Unter-
suchungsmerkmal ist) sind "Korrekturen" er-
forderlichlos; denn andernfalls kann man ar-
gumentieren, dass wir eine Verzerrung (bias)
haben und wir mit den Methoden der Stich-
probentheorie nicht auf die Grundgesamtheit
aller Einheiten, sondern faktisch nur auf die
Gesamtheit der auskunftsbereiten Einheiten
schlieBen, die evtl. ganz anders strukturiert
sein kann als die Masse der Nichtauskunfts-
bereiten und damit auch als die Grundgesam-
theit insgesamt.

Man kann nonresponse also auch einen Fall von
self selection (der Befragten) auffassen: es ist
nicht (mehr) die Stichprobe, die der Statistiker
gezogen hatte. Die self selection ist z.B. syste-
matisch beim "feedback effect": Die Teilnah-
mebereitschaft bei einer freiwilligen Meinungs-
befragung ist abhidngig davon, ob man zum Ge-
genstand der Befragung eine positive oder ne-
gative Meinung hat, und die Stichprobe kann
dann (weil mehr Bereitschaft ist bei positiver
Meinung) systematisch verzerrt sein kann zu-
gunsten der positiven Meinung.

Angenehmer ist natiirlich der Fall zufilliger
Ausfille oder von "missingness completely at

dierte Unternehmen ja nicht mehr zur Zielgesamtheit
gehort.

% Nur "echte" Nichtbeantwortung (z.B. Antwortver-
weigerung) verlangt Korrekturmafnahmen wenn mit
ihr eine Verzerrung der Ergebnisse droht. Vgl. auch
im Anhang die Bemerkung zur "Hochrechnung".

' Wenn Schitzungen von Daten moglich sind und
z.B. Differenzen zwischen (geschétzten) vollstdndigen
und den erhobenen unvollstdndigen Daten bestehen
kann man versuchen, die Auswirkung der "missing-
ness" (auf Parameter bzgl. der Verteilung der interes-
sierenden Variablen) abzuschétzen.

random" (MCAR),'* weil dann (gerade wegen
der "Zufilligkeit") eine Verzerrung nicht eintritt.
Zwar sind Schétzungen jetzt nicht per se syste-
matisch verzerrt, wohl aber sind es faktisch
Schétzungen auf Basis eines geringeren Stich-
probenumfangs n, wobei n — wie auch gleich an
der entsprechenden Formel gezeigt wird — ent-
scheidend ist fiir den Stichprobenfehler, der das
Mal fiir die Giite einer Stichprobe ist. Der
Stichprobenumfang n ist auch relevanter als die
response rate r. Bei n = 1000 und r = 0,35 ist
der Umfang faktisch n* = 350 < n, was besser
ist als ein groBeres r = 0,40 bei n = 800 (dann
ist der faktische Stichprobenumfang n* = 320).

Eine "sample selection bias"'”’ kann auch auf-
treten, wenn man die "falschen" Einheiten aus-
wahlt oder auswédhlt aus einem "falschen"
sampling frame wofiir das "klassische" Beispiel
ein massiver Prognosefehler bei der U.S. Prisi-
dentschaftswahl 1948 war, wo man eine Tele-
fonbefragung durchfiihrte (Besitzer von Telefo-
nen unterschieden sich seinerzeit noch systema-
tisch von Nichtbesitzern) und den Sieg des re-
publikanischen Kandidaten voraussagte, dann
aber Truman (Demokrat) gewann.

Das alles zeigt, dass es bei einer Stichpro-
be'®™ vor allem darauf ankommt, eine (po-
tenzielle) Verzerrung zu vermeiden. Aus
zwei Griinden ldsst man bei der Auswahl den
Zufall entscheiden

e um eine Verzerrung zu vermeiden, die
entstiinde, wenn man systematisch (in

1% Man unterscheidet MCAR und MNAR (missing-
ness not at random) sowie MAR (at random) was in
gewisser Weise zwischen MCAR und MNAR liegt.
Auch bei Zufilligkeit, also MCAR ist eine missing
data technique (MDT) angebracht und die Unter-
scheidung MCAR, MAR und MNAR ist jetzt dafiir
relevant, welche MDT angewendet werden sollte.

197 Beispiel: Untersuchung des Zusammenhangs zwi-
schen Verdienst Y und Dauer der Ausbildung X. Be-
fragt man nur Berufstitige (B), ist anzunehmen dass B
mit X und anderen Einflussfaktoren auf Y, z.B. Art
der Tatigkeit, Position im Betrieb, Dauer der Be-
triebszugehdorigkeit usw. die in der Storgrofe zusam-
mengefasst sind positiv korreliert ist, wihrend dies
alles bei Nichtberufstitigen nicht wirksam wiirde.
Man konnte die Situation auch so deuten, dass B
vergessen (omitted) wurde (es gibt keine Variation
beziiglich B, weil nur Berufstétige betrachtet werden).
und B andererseits X und Y beeinflusst.

"% Wir haben ja auch im Zusammenhang mit "big
data" festgestellt, dass trotz reichlich verfiigbarer Da-
ten weiter die Notwendigkeit besteht, Stichproben zu
ziehen.
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Abhingigkeit vom Untersuchungsgegen-
stand) nur ganz bestimmte Leute befragt
("Zufall" um eine Bevorzugung oder Be-
nachteiligung zu vermeiden) und

e um sagen zu konnen, dass die ausgewahl-
ten Personen A, B und C "représentativ"
fiir alle sind, die Ergebnisse also verall-
gemeinerungsfihig sind (hitte man A, B
und C bewusst ausgewdihlt, dann wiirden
die Ergebnisse nur fiir A, B und C gelten,
hat man sie dagegen zufillig ausgewahlt,
dann gelten sie auch fiir andere Personen
X, Y und Z, und zwar deshalb weil der
Zufall ja gerade darin besteht, dass es
genauso gut sein kann, dass X, Y und Z,
statt A, B und C ausgewdhlt werden.

Was heillit aber, dass auch X, Y und Z "ge-

nauso gut" in die Auswahl gekommen wiren?
Das ist eine Frage nach der "Auswahlwahr-

scheinlichkeit" und der Grund dafiir, dass

"Zufallsauswahl" — zumindest bei einer "ein-

fachen" (nicht geschichteten) Stichprobe de-

finiert ist als "gleiche Auswahlwahrschein-

lichkeit bei allen Einheiten der Grundgesam-

theit".

Das ist etwas ganz anderes als "willkiirli-
che"'” Auswahl, die vorliegt im Falle des
sog. "convenience sample" (oder synonym
"accidental sample")''’, wo die bequeme
Erreichbarkeit iiber die Auswahl entscheidet
(typisches Beispiel: der Psychologie Profes-
sor bedient sich der Studenten seiner Vorle-
sung als Versuchspersonen).''' Weil die Er-
reichbarkeit entscheidet ist die Auswahl-
wahrscheinlichkeit gerade nicht gleich, sie
ist groB bei den Erreichbaren und null bei
Nichterreichbaren.

1% Auch die falsche, aber wohl "intuitiv" naheliegen-
de Gleichsetzung von "zufdllig" und "willkiirlich" ist
ein verbreitetes Hindernis, Statistik zu verstehen.

"% Im der deutschen Literatur wird das "Auswahl aufs
Geratewohl" oder "willkiirliche Auswahl" genannt.
"!'Man konstruiert dann (bezeichnenderweise "after
the fact") eine "Reprisentativitit", nicht fiir die ge-
samte Bevdlkerung der USA, sondern fiir den Teil,
der hinsichtlich Alter, sowie ethnische und soziale
Herkunft den typischen Studierenden entspricht. Hier
liegen gleichzeitig mehrerer Missverstindnisse der
Zufallsauswahl vor, bei der ja u.a. gerade auch a priori
(also vor Ziehung der Stichprobe) die Auswahlwahr-
scheinlichkeiten festliegen.

Es gibt zwei sehr verbreitete Missver-
standnisse bei der Zufallsauswahl
e die Nichtunterscheidung von Zufall
und Willkiir (wobei unklar bleibt,
welche Vorteile sich Statistiker vom
Zufall versprechen) und
o der Fokus auf die Struktur von Stich-
probe und Grundgesamtheit statt auf
die Auswahlwahrscheinlichkeiten

Nach einer gingigen und hartndckigen Vor-
stellung ist eine Stichprobe dann "reprisenta-
tiv", wenn sie dhnlich strukturiert ist wie die
Grundgesamtheit. Weil ich mich andernorts
12 wiederholt mit der "Reprisentativitit"
auseinandergesetzt habe, kann ich mich hier
kurz fassen:

1. Am einfachsten wird klar, dass dieses Kon-
zept unbrauchbar ist, wenn man sich vorstellt,
die Grundgesamtheit bestehe zu 50% aus
Minnern und zu 50% aus Frauen. Dann wire
eine Stichprobe von n = § Personen mit 4
Mainnern und 4 Frauen représentativ, aber ei-
ne von n = 1000 mit 508 Ménnern und nur
492 Frauen wire es nicht (oder weniger)'"”

2. Dass A, B und C "représentativ" sind fiir alle,
also auch fiir X, Y und Z, liegt nicht daran,
dass dank A, B und C eine bestimmte Quote
im gewiinschtem MaBe groBer oder kleiner
wird, sondern — wie gesagt — daran, dass statt
A, B und C genauso gut X, Y und Z in die
Auswahl hitten gelangen konnen.''*

Die "Représentativitit" R stellt nicht auf das
ab, was eigentlich wichtig ist, ndmlich

e der Stichprobenumfang n und die Homo-
genitidt der Grundgesamtheit (gemessen

"2 besonders detailliert zuletzt in dem Text "Stich-
probenumfang und Représentativitdt", der auch auf
dieser Homepage zum Download zur Verfiigung steht,
bzw. als Diskussionsbeitrag Nr. 187 des Fachbereichs
Wirtschaftswissenschaft der Universitit Duisburg-
Essen (Campus Essen).

'3 Wie sihe es bei einem quantitativen Merkmal X,
etwa dem Einkommen aus? Soll man sich bei der
Struktur in Gestalt von "Quoten" an einer Klassenein-
teilung orientieren, wie 0 bis unter 500, 500 bis unter
1000 usw., oder muss es eine feinere Klasseneintei-
lung fiir die Quoten sein und wie fein muss sie sein?
"% In diesem Sinne sind A, B und C tatsichlich "stell-
vertretend" auch fiir X, Y und Z. Sie wéren es nicht,
wenn z.B. die Auswahlchance von X, Y und Z grofer
oder geringer wire als die von A, B und C.
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an der Varianz o” von X in der Grundge-
samtheit), und

e die Wahrscheinlichkeit, in die Stichprobe
zu gelangen,' "

weil man sich nur an den "Quoten" orientiert
und sie ist auch unbrauchbar, weil es kein
Mal fiir R gibt.

Ganz anders ist es beim Stichprobenfehler
(z.B. dem des Mittelwerts X ), an den man
sich als Statistiker orientiert. Er ist definiert

Jn
auch die Varianz o (oder einfach c%) von x
eine Rolle spielen und man erhélt bei gege-
benem n und ¢ auch einen konkreten Zah-
lenwert fiir o_.

als o, = und man sieht, dass n, aber

Dagegen kann niemand ein exaktes Maf fiir die
"Représentativitit" R angeben. Es gibt keine
Berechnungsformel, um zu bestimmen, wie
grof} R ist. Und dass die Varianz o’ relevant ist,
sieht man wie folgt: angenommen alle Einhei-
ten der Grundgesamtheit sind beziiglich X
gleich; dann ist 6” = 0 und eine Stichprobe von
n = 1 reicht aus,"'® um exakt (mit einem Stich-
probenfehler von null) auf die Grundgesamtheit
zu schlieBen (weil sich ja dann alle anderen
Personen beziiglich X von der einen, einzigen
ausgewihlten Person gar nicht unterscheiden).

Hinzu kommt, dass wegen der Zufallsauswahl
die Stichproben und damit auch die "Quoten"
wegen des Zufalls ganz unterschiedlich ausfal-
len konnen, eine Stichprobe konnte danach "re-
prasentativer" sein als eine andere, obgleich
beide gleichermafen aus der gleichen Grundge-
samtheit zufillig gezogen wurden und bei glei-
chem n und oy auch einen gleich groBen Stich-
probenfehler haben.

Wir haben es hier wieder mit dem Fehler zu tun,
aus einer Wahrscheinlichkeit etwas fiir eine
konkrete Beobachtung folgern zu wollen (ganz
nach Art des gambler's mistake).

Der "Stichprobenfehler " ist, wie die Stichpro-
benverteilung (vgl. Abschn. 6b), aus der er ab-
geleitet ist, eine Wahrscheinlichkeitsaussage

"> Ohne solche Auswahlwahrscheinlichkeiten benen-
nen zu kénnen, kann man auch keine Stichprobenver-
teilung, deren Standardabweichung der "Stichproben-
fehler" ist kennen.

"1°So etwas ist bei der "Reprisentativitit" nicht vor-
gesehen. Es gibt keine Quoten beim Nenner n = 1.

(was gerade durch die Zufalligkeit der Auswahl
— und nur durch sie — moglich ist), also eine
Aussage iiber die Gesamtheit aller aus der glei-
chen Grundgesamtheit zu ziehenden Stichpro-
ben gleichen Umfangs, und nicht — wie die
"Reprdsentativitit" — eine Aussage lber eine
einzelne konkrete Stichprobe.

Gleichwohl steht im Denken vieler Men-
schen die Beurteilung einer Stichprobe an
den Quoten hoch im Kurs. Man spricht in
US Statistikbiichern auch von einem "repre-
sentative sample", was bei uns als Quoten-
auswahlverfahren vor allem in der Markt-
und Meinungsforschung bekannt und aus
praktischen Griinden beliebt ist.'"”

Dadurch, dass bei diesem Verfahren die Frage,
welche Leute im einzelnen befragt werden, so-
fern sie zur Erfiillung der Quote passend sind,
nicht nach dem Zufall entschieden wird, kann
ein bias durch Bevorzugung (z.B. wegen besse-
rer Erreichbarkeit oderAntwortbereitschaft usw.)
von Einheiten entstehen, und damit ein biased
sample. Auf die Quotenauswahl ist also die
Wabhrscheinlichkeitsrechnung nicht anwendbar.

Wir kommen nun zu einer anderen Art von
biased sample, wo die Verzerrung nicht
durch eine nichtzufdillige Auswahl, sondern
durch Strukturverdnderungen der Gesamt-
heit im Zeitablauf entstanden ist. Ein Bei-
spiel hierfiir ist der — bereits erwidhnte —
survivor bias, aufgrund des systematischen
Einflusses unterschiedlich groBe Uberlebens-
fahigkeit der Einheiten.

Ein Ignorieren der Survivor Bias ist der von W.
Kramer kritisierte Schluss, Gemailde seien eine
lohnende Geldanlage, weil Gemalde alter Meis-
ter stets hohe Preise in Auktionen erzielen,
denn in den Auktionen erscheinen nicht die vie-
len mittelmadBigen Gemaélde ldangst vergessener
Maler, sondern bevorzugt die "besseren", so
dass die "Uberlebenden" nicht reprisentativ
sind fiir alle (alten) Gemilde.'®

"7 Es hat also durchaus eine Existenzberechtigung,
aber man kann mit ihm nicht Konfidenzintervalle und
statistische Test durchfithren, weil auf eine solche
Auswahl die Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht an-
wendbar ist. Das wird gerne iibersehen bei Autoren,
die wie Rebecca Warner und Timothy Urdan dem "re-
presentative sample" dhnliche Qualititen zusprechen
wie dem "random sample" (Zufallsauswahl).

"8 v _die Stichprobe ist deutlich zugunsten hoher
Preisspriinge verzerrt; genauso kdnnen wir auch zei-
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Angenommen in einer Gesamtheit gibt es an-
fanglich zu gleichen Anteilen F, "Fitte" und U,
"Unfitte" (zur Zeit 0 ist also Fy = Ug) mit einem
Variablenwert (z.B. Rentabilitét) von Y = 100
und Yy = 50, so dass Yy = 2Yy. Wie verdndert
sich mit der Zahl x der Perioden (z.B. Jahre)
das Verhiltnis F,/U, der Fitten zu den Unfitten
und der durchschnittliche Wert von Y, den wir
p nennen wollen? Nehmen wir zur Vereinfa-
chung konstante (fiir alle x gleiche) einjdhrige
Sterbewahrscheinlichkeiten q und damit auch
Uberlebenswahrscheinlichkeiten p = 1 — q an;

dann haben wir nach x Perioden (im Alter von x)

Fx = Fo(pr)” Fitte und U, = Uy(py)* Unfitte, und
der Anteil a, = F,/(F; + U,) der Fitten, der ur-
spriinglich 50% (ox = 0,5) war, ist jetzt
a, = B =

R BN A R
konstanten Verhiltnis B = pg/py der beiden
Uberlebenswahrscheinlichkeiten, nicht aber die
Uberlebenswahrscheinlichkeiten pr und py sel-
ber. Wenn 3 nur einigermalBlen groB} ist, hat man
schnell die Situation, dass sich die Uberleben-

den praktisch zu 100% aus den Fitten zusam-
mensetzen.

und héngt nur ab vom

Man erhélt flir a, in Abhéngigkeit von x und 3
die folgenden Werte

x [p=12 B=15 B=2

0 %=0,5 0,5 0,5

1 0,54545 0,6 2/3=0,67
5 0,71333 0,88364 0,96969
10 | 0,86095 0,98295 0,99902

Ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit der Fitten um 20%
héher als die der Unfitten besteht das Sample schon nach
5 Perioden zu iiber 70% nur noch aus den Fitten.

Betrachten wir nun das mittlere Y, im Zeitablauf,

50

X

also p=100—- " = 50(0x *+1), so dass man

sich je nach der Grofle von B ausgehend von p =
(100+50)/2 = 75 bei x = 0 mehr oder weniger
schnell an 100 annéhert.

o, (in%) und = p

B=12 B=15
50 = 75 50 = 75
60 = 80

71,333 =85,6667 88,364 = 94,182

X
0
L | 54,54 =77,2727
5
1

0 | 86,095 =93,0475 98,295 = 9,91475

oder graphisch veranschaulicht (dort ist B = 1,2)

gen (wir fragen nur die Gewinner), dass Lottoscheine
gute Kapitalanalagen sind" (W. Kréamer, So liigt man
mit Statistik, Neuausgabe 2011, S. 111).

100

95
90
85
80

75 = alpha
70 —mii
€5

60

55

50

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Die Verdnderung in Form eines grof3er werden-
den p ist eine "unechte", d.h. strukturell beding-
te (durch Zu- und Abginge zwischen den Erhe-
bungszeitpunkten, wobei wir es hier nur mit
Abgingen von Unfitten haben) Verdnderung.
Aus solchen Griinden kann z.B. die Rentabilitit
in einer Branche allein durch das Ausscheiden
der Grenzanbieter" zunehmen.'"

Weil "echte" und "unechte" Verdnderungen, oft
schwer oder gar nicht zu unterscheiden sind
kann es niitzlich sein, eine (aufwéndige) Panel-
befragung (der gleichen Einheiten im Zeitablauf)
durchzufiihren, im Unterschied zu einer blof3en
Zeitreihenbetrachtung ("repeated observations")
mit einer sich laufend dndernden Gesamtheit
von jeweils anwesenden Einheiten.

b) Stichprobenverteilung und Likelihood-
funktion als Mittel der Inferenz

Wie kann man von einer Stichprobe und ih-
ren Kennzahlen (statistics)'*® wie z.B. einem
arithmetischen Mittel X oder einem Anteil p
auf die entsprechende Grofle p bzw. © in der
Grundgesamtheit (GroBen, die wir allgemein
"Parameter" nennen wollen) schlieBen? "'
Wir wollen hierzu kurz zwei oft in der Statis-
tik angewendete und sehr grundlegende
"Denkmuster" darstellen:

e man nimmt die Werte fiir die unbekann-
ten Parameter (oder den Wert flir den un-
bekannten Parameter) an, bei denen die
konkrete (die mit ihr berechnete statistic)
am wahrscheinlichsten ist (Maximum
Likelihood [ML] Methode), und

"9 Mit x = In(9)/In(B) kann man auch leicht ausrech-
nen, bei welchem x die Gesamtheit schon zu 90% nur
noch aus den Fitten besteht: bei § = 1,2 ist das erst bei
x = 12,05 erreicht bei B = 2 (doppelt so hohe Uberle-
benswahrscheinlichkeit) aber schon bei x = 3,17.

12 auch Schiitz- oder Stichprobenfunktion genannt.

"2 Ich wiisste nicht, wie man die Frage beantworten
konnte, wenn man keine (Zufalls-) Stichprobe hétte
und deshalb auch die Wahrscheinlichkeitsrechnung
nicht anwenden konnte.
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e man untersucht die Verteilung einer sta-
tistic (p, X), die sich ergibt wenn man al-
le iberhaupt moglichen Stichproben glei-
chen Umfangs n, aus einer Grundgesam-
theit mit © bzw. p ziehen wiirde (das ist
das Konzept der Stichprobenverteilung
oder sampling distribution).

Was die ML Methode betrifft, so stelle man sich
vor, man habe eine Stichprobe von n = 3 gezogen
und dabei x = 1 Ménner und n-x = 2 Frauen ge-
zdhlt, also einen Anteil p = x/n = 1/3. Man kann
sich das vorstellen als Ziehen aus einer Urne (mit
Zuriicklegen, so dass die Urne praktisch unend-
lich grof} ist) mit blauen (Ménner) und roten
(Frauen) Kugeln interpretieren. Aus welcher der
folgenden vier Urnen (Grundgesamtheiten) mit
jeweils drei Kugeln'** konnte man die gegebene
Stichprobe O O O (wo p =1/3 ist) mit welcher
Wabhrscheinlichkeit gezogen haben?

Urne 1 Urne 2 Urne 3 Urne 4
000 |O00 [0O000 |OOO
=0 nt=1/3 n=2/3 n=1

7 ist der Anteil der blauen Kugeln in der Urne

Man sieht sofort, dass es Urne 1 und 4 nicht
sein konnen, aus der die Stichprobe gezogen
worden ist, denn wir haben eine blaue und zwei
rote Kugeln gezogen und Urne 1 enthélt keine
blaue Kugel (woher also die eine blaue Kugel in
der Stichprobe?) und Urne 4 keine roten Kugeln
(wir haben aber zwei roten Kugeln gezogen.

Bei den beiden anderen Urnen ist es prinzipiell
moglich, die Stichprobe zu erhalten. Da wir mit
Zuriicklegen ziehen kann man natiirlich auch
dann zwei blaue (oder zwei rote) Kugeln ziehen,
wenn die Urne jeweils nur eine blaue bzw. rote
Kugel enthélt. Die entsprechenden Wahrschein-
lichkeiten errechnen sich mit der Likelihood
Funktion'”

'22 Dass es nur drei sind ist nicht notwendig, sondern
soll nur der Verstindlichkeit dienen.
'2 Die Formel ist bekannt als Wahrscheinlichkeits-
funktion f der Binomialverteilung. Es ist f(x|n,n)
wenn 1 gegeben ist und wir die Wahrscheinlichkeit
beinund x =0, 1,..., n suchen. Es ist eine Likelihood-
funktion A(m|n,x), wenn n und x gegeben ist und wir &t
variieren, mit 0 <« < 1. Man spricht von "Likelihood"
statt "Wahrscheinlichkeit", weil w, im Unterschied zu
X, keine Zufallsvariable ist und man nur bei einer
Zufallsvariable von einer Wahrscheinlichkeit spre-
chen kann. Die oben zitierte Definition der Likelihood
als bedingte Wahrscheinlichkeit P()

Likelihood = P(evidence | hypothesis)
gilt auch jetzt in Gestalt von

n X n-x 3 1 2 2
A=l |IT(A-m)" " = : m (1-m)" =3n(1-n)".
X
Man erhélt damit die folgenden Werte fiir A:

Urne 1 Urne 2 Urne 3 Urne 4
A=0 A=4/9=044 | A=2/9=022 | A=0

wobei wir den Wert von jeweils 0 bei Urne 1 und
4 bereits erklart haben. Man beachte, dass die
Summe von 4/9 = 0,444 und 2/9 = 0,222 kleiner
als 1 ist. Wir haben ja auch {iber Likelihoods (fiir
im Prinzip beliebig viele Werte von m) addiert,
nicht {iber Wahrscheinlichkeiten fir x =0, 1, ...,
n bei gegebenem n und A.

Es ist unschwer zu sehen, dass die Likelihood
Funktion ihr Maximum bei ® = 1/3 hat: Aus

3—7” =3-12n+97° =0 oder 1-n(4-31) = 0 folgt
T

7 = 1/3. Bei m = 1/3 ist also die gegebene Stich-
probe am wahrscheinlichsten. Es erscheint damit
sinnvoll, den Wert p = T = 1/3 der Stichprobe
als Schétzwert fiir © zu nehmen, es ist der Maxi-
mum Likelihood (ML) -Schétzer" fiir .

Fir die Schitzfunktion p = 7 = x/n (Anteil
der "Erfolge" [im Beispiel der blauen Kugeln]
bei einer Anzahl x von "Erfolgen") kann man
auch das Konzept der Stichprobenverteilung
demonstrieren. Bei Stichproben vom Um-
fang n, ist die Stichprobenverteilung

e von x die Binomialverteilung mit E(X) =
nm und der Varianz o> = nn(1-m),

e von p = x/n die relativierte Binomialver-
teilung mit E(p) = E(X)/n = © und der
Varianz Gﬁ = oo /n* = n(1-m)/n.

Bei Stichproben vom Umfang n = 10 aus
einer Grundgesamtheit mit © =1/3 erhilt man

10
mit der Formel [ jn" 1-m)"™
X

X p=x/n | Wahrsch. Bei 1,73% der Stich-
0 0 0,0173 proben ist p = 0, bei

19,51% istes p = 0,2.
! 9,1 0,0867 Es gibt Stichpfoben,
2 0,2 0,1951 . _

bei denenp <m=1/3
> U 0,2601 (etwa p=0,2), aber
4 04 0,4552 auch solche, bei de-
5 0.5 - 0,1366 nen p grofer ist, als

usw. bis x = 10 n, wie z.B 0,4.

P(Stichprobe | angenommener Wert eines Parameters).
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eine Verteilung mit E(p) = = = 1/3 und Gi =

n(1-m)/n = 0,222/n = 0,0222.
Dass wir hier bei x = 0 nicht eine Wahrschein-
lichkeit von null (sondern 0,0173) haben mag
iiberraschen. Aber oben haben wir gefragt: kann
man eine (x = 1) blaue Kugel aus einer Urne
ziehen, in der es keine blauen Kugeln gibt (w =
0)? Jetzt ist aber die Frage, kann man x = 0
blaue Kugeln aus einer Urne ziehen, in der der
Anteil blauer Kugeln © = 1/3 ist? Oben war es
auch genauer gesagt eine Likelihood.

Es ist interessant zu sehen, dass

¢ 7 und p Variablen von ganz unterschiedlicher
Art sind: die Quote m (etwa der Anteil blauer
Kugeln in der Grundgesamtheit) hat hier ei-
nen und nur einen Wert, ndmlich 1/3, aber p
(die entsprechende Quote in der Stichprobe)
ist eine Zufallsvariable, von der wir nur wis-
sen, dass sie verschiedene Werte annehmen
kann, aber nicht welchen bei einer konkreten
Stichprobe (wir kennen nur die Wahrschein-
lichkeiten fiir die moglichen Wert von p);

¢ es keinen Grund gibt, warum p = & sein sollte;
die einzelnen Werte fiir p konnen sehr ver-
schieden von 7 sein,'>* aber "im Mittel" ist p
gleich 1/3, denn E(p) = n (man sagt, © wird
mit p "erwartungstreu” geschitzt),'*

¢ cs bei der Varianz Gf) = n(1-m)/n der Stich-

probenverteilung von p auf n ankommt: Sie
wird bei groBerem n kleiner (sie ist 0,0222 bei
n = 10 und 0,222/30 = 0,007407 bei n =30),
d.h. auch, dass der Stichprobenfehler , mit
wachsendem n immer kleiner wird.'*

Bei n =30 und © = 1/3 hétten wir die folgen-
de Stichprobenverteilung von x bzw. p:

"2 Bei keiner ist p genau gleich © = 1/3. Streng ge-
nommen wire hier also keine einzige Stichprobe
"reprisentativ"'. Wie man sieht verkennt der iibliche
Begriff der "Représentativitit" auch ganz, dass p und
7 Variablen ganz unterschiedlicher Art sind. Es ist
allerdings zuzugeben, dass entsprechende Vorstellun-
gen von einer "reprdsentativen" Stichprobe der sog.
"Hochrechnung" zugrundeliegen (mehr dazu unter
den Ergédnzungen im Abschn. §).

125 Es gilt E(p) = 7t bei jedem (also auch einem kleinen)
n und nicht erst bei n —c (dann wére sie nur asymp-
totisch erwartungstreu).

12 Die Schitzung von m mit p ist "konsistent", d.h.
man néhert sich, ganz im Sinne des "gesunden Men-
schenverstands", umso mehr dem wahren Wert je
grofer die Stichprobe ist.

p = x/n | Wahrscheinl.
0 0,0000052
0,1 0,0026466
0,2 0,0483842

usw. bisx=30(p=1)

Bei x = 10 hétten wir p = 10/30 = 1/3 und hier
miisste entsprechend die Wahrscheinlichkeit am
groBten sein. In der Tat ist die Wahrscheinlich-
keit auch bei x = 9 (also p = 0,3) 0,1457, bei x =
10 (also p = 1/3) 0,1530 und dann bei x = 11
wieder kleiner, ndmlich 0,1391.8

AN W O

USW.

Nach. den sog. Grenzwertsédtzen ndhert sich
mit n — oo die Stichprobenverteilung

e von dem Anteil p

P p

der Normalverteilung mit mit E(p) =7
und der Standardabweichung

n(l-m) )
G, ==|— (das wire dann auch der
n

Stichprobenfehler von p als Schitzwert fiir )

e von dem arithmetischen Mittel X der
Normalverteilung mit E(X) = p und der
Standardabweichung (das ist der oben be-
reits genannte Stichprobenfehler von X)

2
(8) o, ==, =%, wobei p der Mit-
n n

tel- bzw. Erwartungswert und ° die Va-
rianz von X in der Grundgesamtheit ist.

Ein verbreitetes Missverstidndnis ist die Be-
hauptung, dass x in der Grundgesamtheit
normalverteilt sein miisse. Ist X die durch-
schnittliche Augenzahl beim n-maligem
Werfen eines Wiirfels), dann ist die Zufalls-
variable X in der Grundgesamtheit wie folgt
verteilt

0,18
0,16
0,14
0,12

0,1
0,08
6

mit dem Erwartungs-
wert (wir haben hier ja
eine Zufallsvariable
und keine endliche
Grundgesamtheit und
deshalb keinen Mittel

wert von i = 3,5

0,0
0,04
0,02

0

1 2 3 4 5 6

und der Varianz von o* = 13/6 = 2,167 (und damit der
Standardabweichung von ¢ = 1,472), so dass von
Normalverteilung keine Rede sein kann.
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Zieht man n = 5 mal aus dieser Grundgesam-
theit mit p = 3,5 und o = 1,472 (d.h. wirft
man 5 mal mit einem Wiirfel, oder einmal
mit 5 Wiirfeln), was man natiirlich beliebig
oft machen kann,'”” und bildet man jeweils
die mittlere Augenzahl X, dann ist die Stich-
probenverteilung von X bein =5:

0,12

0,1

0,08
0,06
"o I I
ol ..
2 3 4 5 6

1
Das sieht schon etwas nach einer Normalver-

teilung aus und wir haben hier p = 3,5 und
0, =+/2,167/5=0,658.

Das Konzept der Stichprobenverteilung ist
von einem nicht zu iiberschitzenden Wert.
Es erlaubt uns von der Grundgesamtheit auf
die Stichprobe (genauer: die Gesamtheit der
moglichen Stichproben) zu schliefen. Wir
haben hier

1. zwei Verteilungen, bei denen jeweils x
an der Abszisse steht, ndmlich die

¢ Verteilung von x in der Grundgesamtheit
(siehe oben) mit p = 3,5 und die

¢ Verteilung von x in einer Stichprobe, die
z.B. bei n = 5 so aussehen konnte:

Bei der Normalverteilung ist z.B. die Wahr-
scheinlichkeit 95,45%, ein x im Bereich von
u = 2o zu erhalten. Das bedeutet, angewen-
det auf die Stichprobenverteilung: wenn X
bei n = 5 normalverteilt ist'*® mit p = 3,5 und
o.= 0,6583, dann kann man bei einer Stich-
probe mit X = 3,6 mit 95,45% Wahrschein-
lichkeit'®’ vermuten, dass p in den Grenzen
x*2-o_ liegt, also zwischen 3,6 — 2'0,6583
=2,28 und 3,6 + 20,6583 = 4,92.

Weil ein hypothetisch angenommener Wert
von i = o = 4 noch innerhalb dieses Konfi-
denzintervalls liegt, wiirde man diese Hypo-
these annehmen (= nicht ablehnen), aber z.B.
die Hypothese p = 5 ablehnen (= verwerfen),
weil 5 auBerhalb des Intervalls liegt, also ein
Wert von 5 oder mehr nicht sehr wahrschein-
lich wiére.

Ho: p=po
Konfidenzintervall (KI) Testentscheidung
Lo liegt innerhalb der H, annehmen (= "nicht

Grenzen des KI signifikant")

Hy ablehnen (=" signi-
fikant")

Lo liegt auBerhalb der
Grenzen des KI

X 2 3 4 5
hy [ I/5]1/5|2/5|1/5

damit ist
X =3,6

mit hy als relativer Haufigkeit

2. eine Verteilung, bei der X an der Abszis-
se steht, ndmlich die Stichprobenvertei-
lung von X; sie ist sozusagen das Binde-
glied zwischen den beiden unter 1 ge-
nannten Verteilungen und erst mit ihr ist
es moglich, ein Konfidenzintervall fiir p
zu schitzen oder — was damit eng ver-
wandt ist — eine Hypothese iiber p zu
"testen" (wir kennen nur X, nicht aber p
und deshalb kann es {iber p nur Vermu-
tungen, also Hypothesen geben).

27 deshalb haben wir es beim folgenden Bild ja auch
mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung zu tun.

Zwischen der Betrachtung von Anteilen p (wie
oben bei der Erkldrung der ML-Methode) und
von Mittelwerten besteht folgender Zusammen-
hang: wenn es nur zwei Auspragungen gibt, et-
wa blaue und rote Kugeln und man setzt x = 1
bei blau und x = 0 bei rot, dann ist der Mittel-
wert 2x;/n = p, weil dann ndmlich die Summe
>x; die Anzahl der blauen Kugeln darstellt.

Noch kurz zu "Likelihood" und "Wahrschein-
lichkeit": Wir haben bei der Frage, aus welcher
Urne die Stichprobe gezogen sein konnte, den
Parameter m variiert bei gegebener Stichprobe
(n =3, x=1) und bei der Stichprobenverteilung
(was eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist)
umgekehrt x bei gegebenem 7 variiert:

gegeben | variiert
Likelihood X T
Stichprobenverteilung T X

28 Von einer guten Approximation kann man aller-
dings erst ab n = 30 sprechen. Wir nehmen hier nur
den Fall n = 5, weil wir dies auch schon vorher (ins-
besondere bei der letzten Abbildung) getan haben.

' wir haben die krumme Zahl von 95,45% nur ge-
nommen, weil man dann mit 2 leichter rechnen kann.
Ublicher wire 95% (und damit eine Irrtumswahr-
scheinlichkeit [= ein "Signifikanzniveau]) von 5%.
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n ist stets gegeben. X ist eine Zufallsvariable, 7
nicht. Die Terminologie ist hier also voll im
Einklang mit den im Zusammenhang mit dem
Bayesschen Theorem eingefiihrten Begriffen.

¢) Signifikanz, power und Effektstirke

Es ist stets zu bedenken, dass man es beim
Schitzen und Testen, wie bei der "dahinter
stehenden" Stichprobenverteilung mit Wahr-
scheinlichkeitsaussagen zu tun hat, die sich
nicht auf eine konkrete Stichprobe beziehen,
sondern auf die Gesamtheit der mdglichen
Stichproben vom Umfang n, die man aus der
gleichen Grundgesamtheit ziehen konnte. In
jedem Fall (Schidtzen und Testen) ist und
bleibt die Grundgesamtheit unbekannt, weil
wir aus ihr ja nur eine Stichprobe gezogen
haben und alle Uberlegungen drehen sich
immer nur um die Frage, wie wahrscheinlich
eine Stichprobe, wie die gezogene ist, bzw.
wdre (bei einer hypothetisch angenommenen
Grundgesamtheit).

Viele glauben, man habe bei Ablehnung der
Nullhypothese Hy (also der Entscheidung "sig-
nifikant") gezeigt, dass die Hy falsch ist. Aber

Mit einem Test wird nicht festgestellt, ob
eine Hypothese H richtig oder falsch isz,
sondern es wird entschieden, ob man sie
fiir richtig oder falsch halten soll, und

e es geht also nicht um Verifikation oder
Falsifikation, sondern um eine Entschei-
dung tiber eine Hypothese und

e man stiitzt sich bei dieser Entscheidung
auf den Zahlenwert T*, den eine Teststa-
tisttk T annimmt und die Wahrschein-
lichkeit fiir T > T*,

e aber dazu braucht man eine Stichproben-
verteilung und eine exakt formulierte H,
die Nullhypothese Ho,'*°

e Hj besagt i.d.R. "nur Zufall", "kein sys-
tematischer Einfluss",

e wenn man Hy ablehnt, hat man damit nur
gezeigt, dass das Stichprobenergebnis bei
Geltung von H; wenig wahrscheinlich

B0 Ein Test ist ein "als-ob" Verfahren: man tut so als
ob Hy richtig wire und fragt sich wie wahrscheinlich
dann die vorliegende Stichprobe wére.

wdre, also mehr als nur Zufall im Spiel
sein konnte

Lehnt man bei der Regressionsgerade ¥,
= c3c+f3xi die Hypothese Hp: B = 0 ab
(f& ist "signifikant"), konnte mit x ein sys-
tematischer Einfluss auf y gegeben sein
(es konnten aber auch neben x ganz ande-

re systematische Einfliisse im Spiel sein,
. . . 131
die sogar relevanter sein konnen als x)"

e Dass es beim statistischen Test um eine Ent-
scheidung geht und nicht darum, festzustel-
len, ob eine Hypothese H richtig oder falsch
ist, siecht man auch daran, dass es zwei Arten
von Fehlern gibt:

1. die richtige Hypothese wird verworfen
(Fehler erster Art oder a- Fehler) und

2. die falsche Hypothese wird angenommen
(Fehler zweiter Art oder - Fehler),

wihrend es bei einer Feststellung nur einen
Fehler gibt, dass ndmlich das, was man fest-
zustellen glaubte, nicht zutrifft, also "falsch"
ist). Hinzu kommt, dass der Fehler erster Art
und der der Fehler zweiter Art nicht zusam-
menhanglos nebeneinander stehen und dass
in der Praxis die beiden Fehler (hinsichtlich
ihrer Konsequenzen) als unterschiedlich gra-
vierend bewertet werden kdnnen.

Wenn die Alternativhypothese H; als logi-
scher Gegensatz zur Nullhypothese Hy for-
muliert ist, etwa Ho: p = o = 100 (oder bei
zwel Stichproben L, - w» = 0 d.h. kein Effekt)
und Hy: p # 100 (bzw. u; - wp # 0 Effekt
vorhanden) bedeutet Ablehnung von Hj ipso
facto Annahme von H; und umgekehrt.

Ho: p=po
Hypothesen
Hy: nur Zufall, H; systematischer
kein Effekt Einfluss (Effekt)
Testentscheidung
H, ablehnen = H; annehmen
H, ablehnen = H, annehmen

Was die Entscheidung faktisch bedeutet
héngt davon ab, welche Hypothese richtig
(und damit auch welche falsch) ist.

! Fiir einen solchen Fall findet man gerade in diesem
Abschn. 6c¢ ein Beispiel: wovon hing es ab, ob man
den Untergang der Titanic iiberlebte oder nicht?
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Weil der Fehler 1. Art (auch "a-Fehler", weil er
hochstens mit der vorgegebenen Wahrschein-
lichkeit o begangen wird) auch Annahme der
falschen H; bedeutet, wird er auch als "false
claim" bezeichnet. Entsprechend leuchtet es ein,
dass der Fehler 2. Art (B-Fehler) im Nichter-
kennen eines Unterschieds (Effekts) besteht
(der Effekt besteht ja, weil H, richtig ist).

state of nature — | H, ablehnen | Hj annehmen
action ¥ H, annehmen | H, ablehnen
Hy richtig a-Fehler l-a
= H, falsch false claim (kein Fehler)*
H, falsch 1-B [-Fehler
=H, richtig | power* missed effect

* es gibt zwei Arten von Fehlern, aber auch zwei Ar-
ten, etwas richtig zu machen; dabei ist 1-f ein wert-
volleres Ergebnis als 1-o: es bedeutet, einen beste-
henden Einfluss (Effekt) nachgewiesen zu haben
(wahrend 1-a "absence of evidence" bedeutet, was
gerne als evidence of absence missverstanden wird).

Die Wahrscheinlichkeit 1 - B ist bekannt als
Macht (power) eines Tests, oder in Deutsch
auch "Trennschirfe" oder Teststirke genannt,
und sie ein Mal fiir die Féhigkeit einen (in
der Grundgesamtheit) bestehenden Unter-
schied auch zu erkennen (bzw. eine falsche Hy
abzulehnen). Es ist wichtig, zu sehen:

Es gibt nicht die power: 1- 3 hdangt ab von
n, von der Wahl von o und davon, wie un-
terschiedlich Hy und H; sind. Faktisch ist
davon aber nur n ist gestaltbar.

P(z|H,) P(z[H))
p
\<oc
K, z, I, z
Annahmebereich kritische Region

Nur wenn die beiden Glockenkurven zu einer
"zusammenfallen" ist B = 1-a, also 1-f = a.
In dem Malfle, in dem sie sich voneinander
entfernen wird 1-f3 grofBer.

Mit Festlegung von o (iiblich sind 10%, 5%
oder 1%) liegt der "kritische Wert" (kW), was
z, in der Abbildung'** entspricht (im folgenden

132 7 ist hier groBgeschrieben, weil es eine Zufalls-
variable ist. Es gibt zwei Stichprobenverteilungen fiir

Zahlenbeispiel wire X, statt z, richtig fiir

kW) fest, der den Annahmebereiche (gemeint
ist Annahme von H;) vom Ablehnungsbereich
trennt.

Wie groB dann die power 1-B ist hdngt auch da-
von ab, wie unterschiedlich Hy und H; sind (wie
grof} also der Abstand zwischen den beiden
Glockenkurven ist). Es ist klar, dass ein groB3e-
rer Unterschied auch leichter als solcher erkannt
wird.

Das folgende Rechenbeispiel macht die Zusam-
menhinge deutlich. Wir rechnen'* mit Hy: p =
100, o = 30 sowie H;: p > 100 (einseitiger Test),
o = 30 und nehmen unterschiedliche Werte fir o,
n und den Unterschied zwischen Hy und H, an:

a = 0,05 (5%, einseitig)

power bei (H;: p=p,)

n kW
=105 | =110 | =115
50 | 106,98 0,319 0,761 0,970
100 | 104,93 0,500 0,954 0,996
200 | 103,49 0,758 0,999 ~ 1

a = 0,01 (1%, einseitig)

power bei
no KW 05 Tw=110 (=115
50 | 109,87 0,425 0,501 0,587
100 | 106,98 0,455 0,843 0,996
200 | 104,93 0,501 0,991 ~1

Der Stichprobenumfang n ist also eine ganz
einflussreiche Stellschraube: will man einen
"Effekt" nachweisen, so muss man n grof3
wihlen: ** Wie grof X sein muss, um den
Wert fiir signifikant groBer als 100 zu erkla-
ren hdngt vom Signifikanzniveau o und vom
Stichprobenumfang n ab. Bei o = 0,01 und n
= 50 ist erst ein X > 109,87 signifikant, aber
bei n = 200 ist es schon nur 104,93.

Und bei einem Signifikanzniveau von 5% (statt
1%) wiren es schon die Werte > 106,98 und >
103,49.

Kleine Unterschiede sind also schon dann signi-
fikant, wenn o und n grof3 sind.

die PriifgroBe Z, einmal bei Geltung von Hy und dann
bei Geltung von H;, wo p = p; angenommen wird.

'3 Einzelheiten der Rechnung mégen hier nicht inte-
ressieren. Es kommt mehr darauf an, zu erkennen,
wovon kW und die power abhingen.

1% Bei einem kleinem n wird das nicht gelingen, weil
sich bei einer kleinen Stichprobe der Zufall starker
auswirken kann.
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Die power 1- 3 eines Tests hiangt auch ab von a.

Es gibt eine Art trade-off zwischen o und f und
damit auch zwischen o und 1-B. Man konnte
die power 1-f auch dadurch groBer (und B klei-
ner) machen, dass man ein groBeres o (etwa
10% statt 5%) in Kauf nimmt. Das wiirde dann
aber auch die Wahrscheinlichkeit fiir false
claims vergroflern. Wie sehr o und B zusam-
menhdngen wird auch wie folgt deutlich:

H, ablehnen
) . H, annehmen
{1t i et (= Fy heiraten)
raten) v
H, richtig: a-Fehler: die
Fy ist die "rich- | richtige Frau
tige" Frau nicht heiraten
H, falsch: B-Fehler: die
F ist die "fal- power falsche Frau
sche" Frau heiraten

Dem "ewigen Junggesellen" mag es gelingen, den
Fehler 2. Art (B) zu vermeiden, er wird damit aber
wahrscheinlich 6fter den Fehler 1. Art begehen und
dies spiter als alter Mann bereuen. Entsprechend
wire es auch nicht rational, um jeden Preis den Feh-
ler 1. Art zu vermeiden und sich zu frith zu binden.
Die power 1- B bestiinde hier darin, die "falsche"
Frau Fy zu meiden, was ja auch heif3t, zu erkennen,
dass F; die "Richtige" ist und F, zu heiraten.

Man kann geltend machen dass es nicht
(oder nicht allein) die bloBe ja/nein Ent-
scheidung eines Hypothesentests ist, die pri-
mar von Interesse sein sollte, sondern

e die power 1-f3 und die
o Effektstirke (Effektgrofe; effect size)

Fir die stirkere Beachtung der Effektstirke
(ES), der power und auch des Konfidenzinter-
valls haben v.a. die Biicher von Ellis und Cum-
ming'? pladiert und sich damit offenbar weitge-
hend durchgesetzt:

‘ Betonung von Power (1-f) und ES ‘

a priori ES (vor Zie-
hung der Stichprobe) E,,
"Poweranalyse"

a posteriori (oder post
hoc) ES: E,;, das sind
rein deskriptive Mafle

Bei der (sehr in Mode gekommenen) sog. Po-
weranalyse geht es darum, den Stichprobenum-
fang n unter Beriicksichtigung der folgenden
GroBen 1 bis 3 zu planen (es geht um vier Gro-
Ben die alle eng zusammenhéangen, in der Weise,
dass je drei von ihnen die vierte bestimmen):

1.das Signifikanzniveau o (auch "Testniveau")

13 ygl. FuBnote 81, Seite 25.

2.E,, die a priori Effektstirke (im Unterschied
zur post hoc Effektstirke E,,

3.1 - B, die power, und

4. n, der Stichprobenumfang.

Was die power betrifft so haben wir gezeigt,
dass sie entscheidend von der Unterschied-
lichkeit zwischen Hy und H; abhéngt

Im Zahlenbeispiel haben wir gesehen, dass man — was
auch sehr plausibel ist — bei gegebenem n und o einen
groBen Unterschied zwischen H, und H, eher erkennt
als einen kleinen Unterschied. Bei o = 5% und n =
200 erkennt man den relativ grofen Unterschied von
p = 115 und po 100 mit fast 100% Wahrscheinlich-
keit, den kleineren zwischen 105 und 100 aber nur mit
einer Wahrscheinlichkeit von ca. 76%;

Die Unterschiedlichkeit von Hy: p = py und
H;: p = p; wird als a priori Effektstirke ins

Spiel gebracht mit E_ = M , oder dhnlich
c
konstruierten GroBen, wobei jedoch zu beach-

ten ist, dass

e alle Groflen in an Annahmen tiber die
Grundgesamtheit,'*® bzw. Setzungen dar-
stellen, was man fiir "praktisch signifi-
kant" halte will, und dass

e ¢s meist leicht ist fiir Hy einen konkreten
Wert anzunehmen, etwa bei der Regres-
sion von y auf x Hy: B = 0 (kein Einfluss
von X) vs. Hj: B # 0 (Einfluss von x), es
aber kaum moglich ist, auch fiir H; einen
exakten Wert anzugeben; denn mit wel-
cher Begriindung sollte man H;: § = 0,8
oder B = 1,3 annehmen?

Man hat also bei E,, als einer maligeblichen
GroBe im Rahmen der Poweranalyse wenig
"Objektives" in der Hand. Nun zur nicht we-
niger problematischen Effektstdrke post hoc
Epn als Mal3 zur Beurteilung eines Stichpro-
benergebnisses, worum es ja bei dem ganzen
Streit um die Relevanz der Testentschei-
dung"’ geht:

136 Es heiBt, dass man zwischen einer statistical und
einer practical significance unterscheiden miisse (und
die Testentscheidung nur eine statistical significance
wiederspiegle) und dass |l - 1| Ausdruck dessen sei,
was man als "praktisch signifikant" ansehen mdochte.
Das ist aber naturgemal etwas "Geschmackssache".

7 Das Ergebnis, dass etwa By "signifikant " ist oder
nicht ist ja auch eine Aussage iiber ein Stichprobener-
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Es ist zwar richtig, dass auch dann, wenn in
zwei Fillen gleichermallen H, abgelehnt wird,
also ein Effekt (d.h. mehr als nur Zufall) gege-
ben sein dirfte, dieser Effekt quantitativ
gleichwohl von sehr unterschiedlicher "Bedeu-
tung" sein konnte. Aber daraus folgt noch nicht,
wie das MaBl Eph beschafffen sein soll mit dem
man diesen Effekt quantifizieren will.

Wir zeigen das im Folgenden am Beispiel des
Untergangs der Titanic (das wir dem Buch von
Ellis entnommen haben), wonach es fiir das
Uberleben der Schiffskatastrophe eine Rolle
spielte in welcher (Schiffs-) Klasse man sich als
Passagier befand:

. sur-
died (D) vived z

first class (C) 122 203 325

third class 528 178 706

> 650 381 1031

Die t,, verteilte Priifgrofe t fiir den t-Test
fiir zwei unabhéngige Stichproben ("tea for

P~ P>
11
\/ pd —p)( + ]
n, n,
a=p,=P(D|C) = 122/325=0,38 **

b= p, =P(D|C) =528/706 = 0,75 und
p =650/1031 n;= 325 und n, = 706 ist.

two") ist t= , wobei

Man erhilt t = 11,5 und die x’ verteilte'*’

PriifgroBe x> = t* = 132,5. Das Ergebnis ist
hochsignifikant bei a = 1% (nach dem t und
dem [dquivalenten] Xz Test).

Das Beispiel zeigt auch, dass wir mit einem
Test der Hy nur gezeigt haben, dass mehr als
nur Zufall im Spiel sein konnte und dass Geld
(Klassenzugehdrigkeit C) eine Rolle spielen
konnte. Das heil3t aber nicht, dass nicht auch
ganz andere systematische Einfliisse als C im
Spiel sein konnten, die auch sogar im hoheren
Male relevant sein konnten als C. Genau das
diirfte hier der Fall sein.

gebnis, blo nach Meinung von Ellis und Cumming
usw. keine sehr aussagefihige.

% mit a, b, ¢, d nehmen wir Bezug auf die Formel fiir
die Vierfelderkorrelation ¢ (siche Seite 19). Man be-
achte, dass der Quotient ad/bc die odds ratio (OR;
Verhéltnis der odds) darstellt; denn wie man leicht
sieht, sind die odds fiir die Gruppe X = 1 a/b und die
fiir die andere Gruppe (X = 0) c¢/d. Gern benutzt wird
als ES MaB auch log(OR).

139 42 verteilt mit einem Freiheitsgrad.

Mit F = Frauen und Kinder und F = Minner
erhilt man.

. sur-
died (D) vived z

Frauen/Kinder(F) 145 249 394

Minner 505 132 637

) 650 381 1031

und jetzt ist p; = P(DJF) = 0,37, p, = P(D[F) =

0,79 und t = -13,7 was auch wieder hochsignifi-
kant (1%) wére. Aber hinsichtlich der Testent-
scheidung wird kein Unterschied gemacht und
der groBere absolute Wert 13,7 vs. 11,5 wird
nicht weiter beachtet.'*

Es ist deshalb verstdndlich, dass man nach
einem Maf sucht, dass zum Ausdruck bringt,
dass vielleicht Geschlecht und Alter (Kinder!)
bei der Titanic wichtiger fiir das Uberleben
waren als der Umstand, ob man eine teuere
oder billigere Klasse gebucht hat. Und das
soll die Effektstirke E,, messen. Es gibt je-
doch sehr viele MaBe der ES'*' Sie beruhen

e auf Differenzen zwischen bzw. Quotien-
ten von bedingten Wahrscheinlichkeiten
(d-Mafle) — etwa wie oben — po-p;= 0,79
— 0,37 oder auf

e Assoziations-, Kontingenz- oder Korre-
lationskoeffizienten (r-Maf3e).

d-MaBe angewendet auf das Titanic Beispiel:

| Eph von C | E, von F*
relative risk
P(D|C
5 X |_)=0’38=1,97 2,15
, P(D[C) 075 ;
odds ratio
n/(l1-1) =2,97:4’95 3’83=6,57
r, /(1 -1,) 0,60 0,58
Vierfelderkorrelation (Assoziation)
dcp = - 0,3585 | drp = - 0,4276

* jeweils analog definiert mit F statt C

Nach diesen drei E,;-Malle von Typ d-Mafle, ist
der Effekt von F beziiglich sterben/iiberleben
(also beziiglich D) groBer als der von C.

10 Wie man sieht kann die gleiche Testentscheidung
eine ganz unterschiedliche post hoc Effektstirke (E,p)
bedeuten. Es mag also schon sinnvoll sein auch ein
MaB der E,, mitzuteilen. Aus dieser Einsicht aber
gleich — wie erwdhnt — eine "New Statistics" (Fuinote
81) zu machen diirfte jedoch sehr iibertrieben sein.

! nach Ellis hat man iiber 70 solche MaBe gezihlt.
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Wir kommen auf das Beispiel noch einmal zu-
rick indem wir zeigen, dass die Korrelation
(bzw. Assoziation weil es sich hier um 0-1 Va-
riablen handelt) zwischen D und C also ¢cp # 0
nicht um eine Scheinkorrelation handelt.

Was E,, betrifft ist zu bedenken

1. es gibt viele E;, Malle und es ist nicht
immer klar, wie man E,, messen soll,
wenn man z.B. bei nichtparametrischen
Tests mit Rangsummen arbeitet,

2. dass fiir E,p (nach Ziehung der Stichpro-
be) Malle der deskriptiven Statistik be-
nutzt werden, bei denen an keiner Stelle
erkennbar wird, dass wir von einer Stich-
probe vom Umfang n auf eine Grundge-
samtheit vom Umfang N schlieBen. '+

"New Statistics" bedeutet, dass man sich bei
der Beschreibung des empirischen Befunds so-
wohl bestimmter Elemente der induktiven als
auch der deskriptiven Statistik bedient :

ist abhéingig von

L. Testent- | n (Stichprobenumfang) und o (Signi-
scheidung® | fikanzniveau)
) wie 1 und davon, wie unterschiedlich

- power Hy und H; sind (z.B. von |pg-p|), also
und Ef- . . .. p
foktstirke Eap, was eine Elnschatzung der "prak-

. tischen" Signifikanz bedeutet und oft
a priori . .
(E..) schwer zu begriinden ist (etwa 3 =
» 0,3 statt nur § # 0)

3. Effekt- nur den in der Stichprobe festgestell-
stirke E;, | ten relativen Hiufigkeiten

* und Konfidenzintervall:

Griine Felder betreffen den Schluss von der Stichprobe auf
die Grundgesamtheit; beim violetten Feld geht es nur um
die Stichprobe.

Mit MaBlen der Effektstarke (post hoc) haben
wir uns praktisch in das Gebiet der deskriptiven
Statistik begeben, in dem ein Datensatz (Stich-
probe oder Totalerhebung) mit geeigneten
Kennzahlen ("MaBen") z.B. fiir die Messung
der Streuung, Konzentration, des Zusammen-
hangs usw. beschrieben wird. Auf Probleme.
geeignete Malle zu konstruieren gehen wir kurz
im Anhang ein. Im folgenden Abschnitt 7 geht
es nur um Aggregationsprobleme bei solchen
MafBen.

142 Wir haben oben nur MaBe fiir dichotome Variab-

len (wie sie beim Titanic-Beispiel allein relevant sind)
vorgestellt. Es gibt auch MaBe fiir E;;,, bei metrisch
skalierten Merkmalen, wie die (mit einer "gepoolten"
Standardabweichung standardisierte) Differenz zwi-
schen zwei arithmetischen Mitteln oder der Korrelati-
onskoeffizient

7. Aggregationsprobleme und sog. ""Pa-
radoxien"

Deskriptive MafBe wie Mittelwerte, "Quoten",
Korrelationskoeffizienten usw. konnen sich auf
Teilgesamtheiten oder auf durch Aggregation
iber Teilgesamtheiten gebildete iibergeordnete
groBere Gesamtheiten beziehen. Intuitiv erwartet
man oft, dass das MaB fiir die groflere Gesamt-
heiten ein Mittel aus den entsprechenden Mal3en
fiir die Teilgesamtheiten ist. Das ist nicht immer
so und darauf beruhen einige "Paradoxien", die
in Wahrheit oft keine Widerspriichlichkeiten sind,
sondern sich leicht erkléren lassen.

a) Will-Rogers Paradoxon '

Will Rogers (1879 - 1935), ein amerikanischer
Entertainer und Schauspieler, behauptete dass
der Umzug von Einwohnern Oklahomas (X)
nach Kalifornien (Y), also X — Y in beiden
Staaten die durchschnittliche Intelligenz erhoht
habe.'* Dazu ein Zahlenbeispiel mit drei bzw.
vier Personen wovon eine den Standort wech-
selt

vorher nachher
Y X Y X
2000 | 4000 2000 | 4000
3000 | 6000 3000 | 6000
4000 | 8000 4000 | 8000
5000 | —»{ 5000

Mittelwerte Mittelwerte
3000 | 5750 3500 | 6000

Offensichtlich ist 3500 > 3000 und 6000 > 5750.
Der Grund fiir die Paradoxie, dass sich Mittel-
wert bei X und Y erhoht hat ist, dass das Mittel

der in X gebliebenen n,; Einheiten X, (im Bei-
spiel 6000) grofBer ist als das Mittel der n,, aus X
abgewanderten Einheiten X, (im Beispiel 5000),

und X, groBer ist das Mittel der schon ny; in Y

vorhandenen Einheiten y,, (im Beispiel 3000):

Yor < Xpo < Xy

Jeder Wert fiir X, zwischen y,, = 3000 und

Xy, = 6000 hitte also den hier interessieren-

' Den Hinweis auf die Sache und das Beispiel — bei
dem es offensichtlich nicht um 1Qs geht — verdanke
ich einer im Internet verfiigbaren pdf-Datei (vom 27.
4. 2012) von Klaus Diirrschnabel (Hochschule Karls-
ruhe f. Technik und Wirtschaft).

'* Die naive Vermutung wire: wenn der Durchschnitt
in einem Staat gestiegen ist, muss er im anderen ge-
fallen sein (weil es ja die gleichen Leute sind, die jetzt
in X fehlen und in Y hinzugekommen sind).
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den Effekt erzeugt.'* Man kann die Unglei-

chung umkehren, also von y,, > X,,> X,
ausgehen, etwa mit (8000 > 5000 > 4000)
und erhélt so ein Sinken des Mittelwerts bei
X und Y, also den gegenteiligen Effekt:

vorher nachher
Y X Y X
8000 | 4000 8000 | 4000
5000 » 5000
Mittelwerte Mittelwerte
8000 [ 4500 6500 | 4000

Fazit: Es gibt hier nicht notwendig so etwas wie
kommunizierende R6hren, wonach ein Mittel ab-
und ein anderes zunehmen muss. Das wére nur
dann der Fall, wenn wir zwei Ungleichungen
hitten, etwa y,, < X,, aber X;, > X, wie in

der folgenden Situation

vorher nachher
Y X Y X
2000 | 4000 2000 | 4000
5000 | —| 5000
Mittelwerte Mittelwerte
2000 | 4500 3500 | 4000

Hier nimmt y zu, aber X ab; und bei y,, > X,
aber X, < X,, nimmt y abund X zu.

Das Will Rogers Paradoxon setzt also eine be-
stimmte Ungleichung voraus. Es ist kein allge-
meines Phanomen.

b) Simpson Paradoxon und Scheinkorrela-
tion

Unter diesem Namen finden sich in der Lite-
ratur sehr viele Darstellungen,'*® die auf dem
ersten Blick verschieden aussehen, aber
trotzdem letzten Endes auf das Gleiche hin-
auslaufen. Im Grundsatz liegt ein Aggregati-
onsproblem vor, bzw. wir haben es mit einer
nicht beim Zusammenhang zwischen X und
Y explizit beachteten dritten Variable (auch
covariate oder confounder) Z zu tun, was die

145 Auf die Anzahl der beteiligten Einheiten, also den
n,; und ny; nichtwandernden Personen und den ny,
wandernden Personen kommt es nicht an, so dass man
auch einfach n,; = ny; =n,, = 1 annehmen darf.

6 Die Sache ist sehr viel bekannter als das eben er-
wihnte (und mir frither auch nicht bekannte) Parado-
xon von Will-Rogers. Fiir das (fiktive) Zahlenbeispiel
verwenden wir wieder die im Internet zu findende
Datei von K. Diirrschnabel, auf die wir uns auch
schon beim Will-Rogers Paradoxon gestiitzt haben.

Sache in eine Verwandtschaft mit der
Scheinkorrelation riickt.

Betont man den Aggregationsaspekt, so lauft es
darauf hinaus, dass fiir das Gesamtaggregat (mit
den n; + n, Finheiten) beziiglich des Zusam-
menhangs (der Korrelation) zwischen X und Y
etwas anderes gelten kann als fiir die Teilaggre-
gate 1 (mit n; Einheiten) und 2 (mit n, Einhei-
ten)."”” So wird das Simpson Paradoxon héufig
— und auch im Folgenden — erklért.

Einfacher als mit Korrelationen bzw. Assozia-
tionen diirfte es sein, das Paradoxon im Falle
von Verhiltniszahlen, wie z.B. Todesraten zu
erkldren, wie das im folgenden Abschn. 7c.

Im folgenden Beispiel betrachten wir den Zu-
sammenhang zwischen Rauchen und Uberleben
einer Krebsbehandlung iiber eine bestimmte
Anzahl von Jahren. Es sei R = (Anzahl der) Rau-
cher, NR = Nichtraucher, U = Uberlebende, NU
= Nichtiiberlebende und man habe zwei Gruppen
(jlingere = Alter x zwischen 55 und 64, dltere mit
65 < x < 74) und die folgenden Vierfeldertafeln

| 1. Jiingere | | 2. Altere |
R NR R NR
NU 51 40 NU |29 101
U 64 81 U 7 28

Bei den Jiingeren und den Alteren ist der Anteil
der Uberlebenden (U) unter den R geringer (55%
denn 64/(51+64) = 0,5565 und 19,4% also 7/36)
als bei den NR (dort 66,9% und 21,7%): Raucher
(R) tiberleben also seltener als NR. Rauchen (R)
ist mit NU "assoziiert" und NR mit Uberleben U.
Fiir die Vierfelderkorrelationen ¢ erhédlt man bei
den Jiingeren ¢ =+ 0,1159 und bei den Alteren ¢
=+ 0,0228. Legt man nun die Tafeln zusammen,
so erhélt man fiir alle Personen (55 < x < 74)
zusammen die folgende Tafel 3

| 3. Jiingere und Altere |

R NR

NU 80 141

U 71 109
¢ =-0,033315

47% der Raucher iiberleben, aber bei den Nicht-
rauchern sind es weniger, ndmlich 44% und die

"7 Es besteht ein Unterschied zwischen einer Unter-
suchung mit k Aggregaten mit jeweils ny, np, ni Ein-
heiten und einer Untersuchung mit den einzelnen n
Individuen (n = n; + n, + ...+ ny). Das Problem ist
unter dem Namen ecological fallacy bekannt und das
Simpson Paradoxon gilt als Spezialfall hiervon. Wir
gehen darauf in Abschn. 7d ein.
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Vierfelderkorrelation ist jetzt negativ, so dass R
mit NU statt mit U assoziiert ist.

Man kann diese Umkehrung der Verhiltnisse,
also diese "Paradoxie" auch mit einer dritten
dichotomen (zwei Ausprdgungen jung/alt oder
J/A) Variable "Alter" erkldaren. Der Zusammen-
hang: R/NR <> U/NU entsteht, weil J/A und
R/NR assoziiert sind und andererseits aber auch
J/A mit U/NU, wie die folgenden beiden Vierfel-
dertafeln zeigen

| 4. JAoRNR | | 5. JAoUNU |
R |MNR §] NU
] 115 | 121 ] 145 |91
A |36 |129 A |35 |130
¢ =1+02733 ¢ =+ 0,3980

48,7% (denn 115/(115+121) = 0,487) der Jiinge-
ren sind Raucher aber nur 21,8% der Alteren und
entsprechend iiberleben 61,4% der Jiingeren aber
nur 21,2% der Alteren. Sowohl R/NR als auch
U/NU sind positiv korreliert mit dem Alter.'**

Dass es auf die sich in Tab. 4 und 5 ausdriicken-
de Korrelationen ankommt, wird deutlich, wenn
man einmal annimmt wir hitten mit dem Faktor
k # 0 die folgende bei den Jiingeren und Alteren
gleiche Struktur:

Die Situation beim Simpson Paradoxon ist
damit nicht prinzipiell vollig verschieden
von der einer Scheinkorrelation. Dort korre-
lieren zwei Variablen (so, wie hier R/NR mit
U/NU) miteinander, und zwar nur deshalb,
weil sie beide mit einer dritten Variable (hier
wiére es J/A) korrelieren.

Bei Scheinkorrelation verschwinden die par-
tiellen Assoziationen.'*’Man kann auch um-
gekehrt Assoziationen in den Teilgesamthei-
ten aber keine Assoziation insgesamt haben:

8 4 7 2 1 2
10 5 5 4 5 2
insgesamt Gruppe 1 Gruppe 2
$=0 ¢ =0,236 $=-0.5

Wir kommen noch einmal auf das Titanic
Beispiel zuriick: Ist die Korrelation (bzw.
Assoziation) zwischen dem Uberleben D und
der Schiffsklasse C also ¢cp = -0,3585 = 0
nicht vielleicht eine Scheinkorrelation?

C D Es konnte sein, dass das Geschlecht
nicht nur mit dem Uberleben (D)
sondern auch mit der Schiffklasse

\/ (C) korreliert, weil in der billigen

F dritten Klasse viele Ménner waren.

| la. Jiingere | | 2a. Altere |
R NR R NR
NU |51 40 NU | k*51 | k*40
U 64 81 U k*64 | k*28

Man hitte jetzt in Tab. 1a und 2a und in der ent-
sprechend verdnderten Tab. 3 fiir das Gesamtag-
gregat die gleiche Vierfelderkorrelation in Hohe
von ¢ =+ 0,1159. Das Simpson Paradoxon kdnn-
te also nicht Platz greifen. Zugleich erhielte man
aber auch anstelle der Tab. 4 und 5 die folgenden
Vierfeldertafeln:

| 4a. JAORNR | | 58 JA©UNU |
R NR §] NU
T 115 121 I [ 145 |9l
A | K*115 | k*121 | | A | k*145 | k*91

und es ist unschwer zu sehen, dass dies bedeutet,
dass die Korrelationen, zwischen dem Alter (J/A)
und sowohl R/NR als auch U/NU verschwinden,

man also bei 4a und 5a jeweils ¢ = 0 erhilt.

8 Dabei kann die Korrelation zwischen Alter und
Uberleben auch gar nicht mit dem Rauchen zusam-
menhingen, sondern einfach nur Ausdruck der allge-
meinen Verschlechterung des Gesundheitszustands
mit zunechmendem Alter sein.

Der Zusammenhang war aber gering ¢rc = ¢cr
=0,1108 und ¢cp = - 0,4276. Lége eine Schein-
korrelation zwischen C und D iiber F vor, dann
miisste ¢crdrp = Ocp sein. Das Produkt ist aber
0,0474 wihrend ¢cp = -0,3585 ist. Es miissten
dazu auch die partiellen Assoziationen zwi-
schen C und D jeweils um Null herum liegen.
Die ¢cp sind aber partiell (speziell) bei den
Minnern - 0,1799 und bei Frauen und Kindern
- 0,5550.

Es scheint also einen echten (kausalen) Zu-
sammenhang zwischen Geld (Schiffsklasse)
und Uberleben D gegeben zu haben, auch wenn
der Faktor Geschlecht (Frauen/Kinder vs. Mén-
ner) flir D vielleicht bedeutsamer gewesen sein
mag (eine groBere Effektstérke hatte).

Dazu passt auch dass die relative risks r1/r2
bei Frauen und Kindern mit 0,046 und Man-
nern mit 0,805 sehr unterschiedlich waren:

" Im obigen Beispiel verschwinden sie in den Teil-
gesamtheiten J und A zwar nicht, aber haben nur ein
anderes Vorzeichen als im Gesamtaggregat.
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P(D|CF) _ 4/150 _ 0,03

—— = =——=0,046 und
P(D|CF) 141/244 0,58
P(D|CF
(DICE) _ 118/175 _ 0,67 _ 0.805.
P(D|CF)  387/462 084

Das Risiko umzukommen war also bei beiden
Geschlechtern fur first-class Passagiere geringer
als fiir third-class Passagiere (bei Frauen mit 0,03
zu 0,58 noch ausgeprigter als bei Ménnern mit
0,67 zu 0,84).

¢) Simpson Paradoxon und Strukturunter-
schiede

Viel bekannter als mit Korrelationen (in der
Gesamtheit einerseits und ihren Teilgesamt-
heiten andererseits) ist das Simpson Parado-
xon im Falle von Verhéltniszahlen (Raten,
Quoten usw.), wo das Paradoxon dann wohl
auch deutlich leichter zu verstehen ist.

Ein klassisches Beispiel, das in der einschligi-
gen Literatur immer wieder zitiert wird, ist die
Klage gegen die Universitit von Berkley wegen
Benachteiligung von Frauen bei der Zulassung
zum Studium im Jahr 1974. Der Anteil Q der
abgewiesenen Bewerbungen um einen Studien-
platz war bei den Frauen groBer als bei den
Minnern (Qr > Q). Dabei zeigte sich aber,
dass sich die Studentinnen iiberdurchschnittlich
stark an solchen Fachbereichen (z.B. den geis-
teswissenschaftlichen) um eine Zulassung be-
miihten, an denen generell viele Bewerber ab-
gewiesen wurden. Die fachbereichsspezifischen
Ablehnungsquoten waren bei den Ménnern so-
gar durchwegs groBer, so dass Qi > Qi fiir alle
1=1,..., n Fachbereiche gal‘[.150

Ein Unterschied in der Gesamtheit kann auch
dann auftreten, wenn die entsprechenden
Quoten in den Teilgesamtheiten alle gleich
sind wie der folgende fiktive Vergleich der
Sterberaten (oder Todesraten) von Priestern
und Bergarbeitern zeigt. Dabei bedeutet J
Jingere (z.B. unter 50 Jahre, also x < 50)
und A Altere (> 50), ferner D Gestorbene
und L Lebende (jeweils in dem Jahr, auf das

130 Auch hier ist natiirlich eine storende dritte Variable
zwischen X (Geschlecht) und Y (Zulassung) im Spiel,
namlich F, die Art des Fachbereichs. Es besteht ein
Zusammenhang zwischen F und Y (Fachbereiche mit
relativ vielen/wenigen Ablehnungen) und auch einer
zwischen X und F (Frauen bewerben sich mehr an
Fachbereichen mit relativ vielen Ablehnungen).

sich die Statistik bezieht, und in der betref-
fenden Altersklasse)

| 1. Priester | | 2. Bergarbeiter |
L D L D
J ] 1000 10 J 19000 90
A 19000 540 A | 1000 60
¥ | 10000 | 550 ¥ | 10000 150

Die "rohe" (als Mittel iiber alle Altersklassen)
Sterberate der Priester ist mit 550/10000 =
0,055 geringer als die der Bergarbeiter, die nur
0,015 betragt, was aber nicht heifit, dass Berg-
arbeiter der gesiindere Beruf ist. Wie man sieht,
sind die altersspezifischen Sterberaten bei bei-
den Berufen gleich 1% bei den jiingeren und
6% bei den Alteren. Der Unterschied in der ro-
hen Todesrate m = D/L kommt allein durch die
Altersstruktur zustande: "' jung sind nur 10%
der Priester aber 90% der Bergarbeiter und ent-
sprechend alt 90% und 10%. Somit ist m offen-
bar ein gewogenes arithmetisches Mittel

mp = 0,055=0,1-0,01+0,9-0,06 (Priester)

mg = 0,015=0,9-0,01+0,1-0,06 (Bergarbei-
152
ter).

Generell ist eine Verhéltniszahl V = Z/N ein
gewogenes Mittel der speziellen Verhiltniszah-
len V;=Z/N; mit Z=%Z;und N = 2N; und zwar
e cin arithmetisches Mittel mit den Gewichten
NN oder ein
e harmonisches Mittel mit den Gewichten Z,/Z.

Wir gehen auf weitere Zusammenhénge noch einmal
kurz im Anhang (S. 51unten) ein.

Man kann die Beispiele mit der hoheren Ableh-
nungsquote von Frauen in Berkley und der ho-
heren Sterblichkeit der Bergarbeiter auch als
Scheinkorrelationen interpretieren:

\VAV;

1A = Alter B = Beruf,
:T = Todesrate

1G = Geschlecht

:F = Studienfachwahl
Q = Ablehnungsquote

1
[

51 Auf der gleichen Ebene steht die Feststellung eines
besonders hohen Sterberisikos von Studenten ("the
most dangerous profession", "lowest average age of
death" Nach einer von der Columbia Univ. New York
im Internet zitierten Studie von 1685).

12 Wie man leicht sieht, sind bei zwei gleichen alters-
spezifischen Todesraten (1% und 6%) die rohen To-
desraten mp und mg nur dann gleich, wenn auch die
Altersstruktur gleich ist.
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d) Individuen oder Gesamtheiten als Beo-
bachtungseinheiten: "ecological fallacy"

Unter der ecological fallacy (EF) versteht
man die in der Regel unzutreffende Erwar-
tung, dass die Variablen X und Y genauso
korrelieren miissten, wenn sich die Daten
statt auf Individuen (k = 1,..., n) auf I zu-
sammenfassende Einheiten (z.B. Stddte o.4.,
daher "6kologisch" = raumlich) beziehen.'*
Wir gehen im Folgenden von Stddten und
thren Einwohnern aus.

Angenommen die i-te Stadt (i = 1,...,I) hat n;
Einwohner und die Mittelwerte beziiglich X
und Y seien, X, und y,;, dann sind die Ge-

samtmittel i:zing—(i/n mit n:Z:ini und
= Zi ny, /n. Fiir die n-fache "O0kologi-

sche" Kovarianz (E steht im Folgenden fiir
"ecological", was zwischen [between] den
Stadten bedeutet) erhilt man dann

E, = Zi n; (ii _)_(Xgli _g') =
:Ziniiiyi -n-x-y,

und fiir die (n—fachen)Varianzen

Exxzz X; —x ZHX -
=20 —?)2-

Dann ist die auf der individuellen Ebene be-
rechnete Kovarianz'>* innerhalb (within) der
okologischen Einheiten

I n
ny = ZZ(XU _iiXYij _yi)

i=l j=1

ZZ Zj XY —Ziniiﬁfi und fiir die totale

= ii(xij - i)(yu - 5’) =

i=1 j=I

und analog E |

Kovarianz gilt T,

'3 vthe correlation between individual variables is
deduced from the correlation of the variables collect-
ed for the group to which the individuals belong"
(Piamtados / Byar / Green). Wir gehen davon aus,
dass die I Stédte eine Zerlegung (partition) darstellen,
d.h. eine Einheit (ein Individuum) gehdrt zu einer und
nur einer Stadt und es gibt keine Einheiten, die zu
keiner der I Stidte gehoren. Mit "Aggregaten” miissen
nicht notwendig rdumlich ("6kologische") Einheiten
wie z.B. Gemeinden gemeint sein.

13 Zur Vereinfachung erwihnen wir nicht weiter den
Zusatz "n-fach" bzw." n; fach".

szxijyij—n-i-y. Man sieht, dass gilt
T, =E,,+ W, und entsprechende Zusam-

menhdnge gelten auch fiir die Varianzen, so
dass man fiir die Korrelationen erhélt

Pr = L
T.T

XX Tyy
E

Mit der analog definierten Korrelation pw
(within) erhélt man dann als "Endergebnis"

(auf Basis individueller Daten) und

(auf Basis der Daten fiir die Stddte).

©) EE,, W, W,
= —_— + —_—
Pr =Pe TxxTyy Pw TxxTyy
= ©pp + WPy

womit pr eine Linearkombination aus pg und
pw ist, nicht aber einfach ein gewogenes
arithmetisches Mittel weil sich die Gewichte
e und w nicht zu 1 addieren (e + w # 1). Aus
GL9 wird auch klar, dass pg und pr sehr
wohl ein unterschiedliches Vorzeichen haben
konnen, so dass man sich mit pg statt pr auch
in der Richtung des Zusammenhangs (X und
Y verdndern sich gleichsinnig oder gegen-
sinnig) irren kann.

Wie man sieht wird der 6kologische Fehler u.a.
dann nicht begangen, d.h. es ist pg = pr, wenn
Wi« und/oder Wy, null sind, was ja bedeutet,
dass sich die Einwohner einer Stadt hinsichtlich
X und/oder Y nicht unterscheiden. Anders ge-
sagt, eine Ursache fiir die ecological fallacy ist
die Streuung der Variablen innerhalb der Stidte
und es leuchtet unmittelbar ein, dass man ohne
diese Streuung mit den Daten der I Stadte (also
mit pg) das gleiche Ergebnis erhielte, wie mit
den Daten der n Einwohnern (also mit pr).

Dass sich pg und pr unterscheiden liegt auch an
pw. Wie das zu verstehen ist, wird deutlich
wenn man beachtet, dass pg und pw selbst wie-
der Linearkombinationen (auch hier wieder mit
Gewichten, die sich nicht zu 1 addieren) von
Korrelationen darstellen, was wir gleich im Fall
von nur I = 2 Stidten leicht sehen werden.

Wir wollen nun zeigen, dass die ecological
fallacy mit dem Simpson Paradoxon verwandt
ist (im Sinne von Abschnitt 7b). Dabei geht es
um den Zusammenhang zwischen pw und pr
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und nicht mehr, wie bei der ecological fallacy
um den Zusammenhang zwischen pg und pr.
Nehmen wir dazu ohne Beschriankung der All-
gemeinheit nur [ = 2 Stidte (Teilgesamtheiten)

an, dann gilt
E, , =N (x1 X)(y1 )+n ( i)(?z—fl)

=E(1) +E(2)
Xy Xy
fiir die Gesamtheit bzw. die beiden Stidte ge-

trennt. Entsprechend gilt fiir die Situation in-
nerhalb der beiden Stadte

ny = Z(Xu _ilny _3’1)‘*'
=1

N,

< v )—w® 2)

+ Z(XZj - XZXYZj - YZ)_ ny + ny
j=1

Auch hier gelten wieder Ty, = E,, + W,, und die
entsprechenden Formeln fiir die Varianzen E,,,
E,y, Wy und Wy, die ebenfalls jeweils Summen
darstellen, bezogen auf die beiden Stidte, z.B.

_EO® (2) _ (1) )
E =E.)+E’ analog W_=W_'+ W .

Mit den Korrelationen innerhalb der beiden
Stadten (mit n; und n, Einwohnern)

W(z)
/ QOw®
W Wil

erhdlt man eine zusammengefasste "interne"
Korrelation als Linearkombination der Kor-
relationen innerhalb der beiden Stadte

xx 'Vyy

0
M _ Xy
P <1> (1>

w

\ Wxxwyy

und fiir die Okologische Korrelation zwi-
schen den Stidten

(11) N / 5(13 (yly) (1)+ E(z) (2) p(Ez)’
CBE,  JEGE,
wobei sich dieser Ausdruck jedoch wegen
pl = E(l) _ n, (X, - i)(g’l y) _
\/Ei‘iE(y? (& =xPn5,-5F

und p{” =1 vereinfacht zu

\/E“)E“) n \/E(2>E(2>

XXTTyy

VELE,,

g t¢g,

JEXX -

(12) pg=

Was hier die GroBlen €1 und & bedeuten,
wird aus der Gleichung fiir p{’ deutlich.
Danach ist g, +¢,=

=n (Xl X)(Yl )+ nz( i)(g’z __) ’
aber der Nenner \/ ( O E® XE(I) + Em) ist
leider etwas komplizierter, namlich die Wur-
zel aus dem Produkt
(n1(i1 ) +n, X2 Xn Y1 P+ n, (Y2 Y)z)
was sich jedoch auch hler wieder Verelnfacht

252 , 52 Sg2W2 o2 o2
Zu n (x1 +X5—X Xy1 +y, -y )

Es ist klar, dass es fiir pg entscheidend da-
rauf ankommt, dass die Mittelwerte (beziig-
lich X und/oder Y) der Stidte untereinander
und damit vom jeweiligen Gesamtmittel ab-
weichen.

Nebeniiberlegung (bis ¢): Wir priifen nun ob
|pe| < 1 ist, wie bei einer Korrelation erforder-
lich. Man sieht schnell, dass pg betragsmaBig
nicht gréfer als 1 werden kann, denn der qua-

drierte Zihler von pg betrigt € +2¢,&, + €5

und der quadrierte Nenner ist

(EV+E?JEY +E? )= & +&2 +
2

E(Z)E(yl;, was nicht kleiner ist als der Zahler, da

(O] wl®))] (€2} M) _ OE@OR® (1)
EVE? + EPEY > 2¢.6, =2, [EVEQEPE!

\/E(Z)E“))Z >0 ist.

E(')E(z) +

XX yy

(] wl )]
XxEyy

so lange ( E
Um abschlieBend wieder zur Korrelation pr
auf Basis aller n; + n, Individuen zu gelan-
gen gilt auch hier wieder Gl. (9)

Pr (TxxTyy) [(sl+82)+1/WXXWyprJ WO-

bei wir auf den ersten Ausdruck in der ecki-
gen Klammer, ndmlich g, + g, bereits aus-
fithrlich eingegangen sind (Gl. 12) und nach
obiger Gl. 10 fiir den zweiten Ausdruck gilt

/W W, p, = /W&)Wy“y) Wy ’Wii)Wﬁi)p”)
Die Korrelationen der Teilgesamtheiten p!!)
und p'? einerseits und pr andererseits kon-
nen also ganz im Sinne von Simpsons Para-
doxon sehr unterschiedlich sein und es gibt
keinen Grund anzunehmen, dass z.B. pr ein

Mittel aus p!” und p!” sein miisste. Somit
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kann man durchaus Simpsons Paradoxon als
Spezialfall der ecological fallacy auffassen.

Die ganze Betrachtung erinnert stark an die be-
kannte Zerlegung der Varianz ° bei einer klas-
sierten Verteilung in eine externe und eine in-
terne Varianz.'” Dabei gilt ja

62 = Zhl(ul _M)Z -i_Z:hici2 :Vext +\/int7

wobei der erste Summand (V) die externe und
der zweite (Vi) die interne Varianz darstellt.
Wie man sieht ist die interne Varianz ein arith-
metisches Mittel der Varianzen o innerhalb
der Schichten (Zh; = 1), aber auch V., ein sol-
ches Mittel namlich hy(p-p)* + ...+ hy(ue-p)*

Ahnlich gilt auch bei der ecological fallacy
Ty = Exx + Wy mit E, = n,(X; —X)’ und
W, =Z:nic512 (Tyy analog). Mit Korrelatio-

nen statt Varianzen ist die Situation jedoch
nicht so einfach: zwar setzt sich

e auch die within-Korrelation pw aus
(stadtspezifischen inneren) Korrelatio-

U]

1
nen p!” und p!” zusammen und auch

e die ecological (between) Korrelation pg
kann nach GI. 11 als Linearkombination

der entsprechenden Korrelationen p!

und p{” geschrieben werden (Gl. 11),
aber die Gewichte addieren sich nicht zu 1
(im Unterschied zu den Gewichten h; = nj/n ),
wie bei den Varianzen. Das gleiche gilt auch
nach Gl. 9 fiir pr im Verhiltnis zu pg und
auch pyw.

8. Zusammenfassung und Erginzungen

8.1. Zusammenfassung

Wir haben gesehen:

e Um eine statistische Methode wirklich zu
verstehen und bei Statistiken Fehlinterpreta-

'35 Man benutzt diesen Zusammenhang mit interner
und externer Varianz z.B. bei der Herleitung des
Schichtungseffekts (gewinn in Gestalt von mehr Ge-
nauigkeit oder geringerer Anzahl der zu befragenden
Einheiten, also geringerem Stichprobenumfang) einer
geschichteten Stichprobe. Vgl. v. d. Lippe, Induktive
Statistik, Formeln, Aufgaben, Klausurtraining, 5. Aufl.
1999, S. 110

tionen zu vermeiden, kommen wir meist
nicht darum herum, uns die Dinge sorg-
faltig zurechtzulegen und genau zu tiiber-
legen; wir konnen insbesondere mit einer
spontanen "intuitiven" Einschétzung vol-
lig danebenliegen, wofiir das Ziegenprob-
lem in Abschn. 2e ein Beispiel ist.

Es ist auch sinnvoll, sich frith und einge-
hend mit Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Inferenz (Schlieen von einer Stich-
probe) zu beschédftigen, auch wenn die
Entwicklung der Statistik etwas anders
verlaufen ist und in der Praxis nach wie
vor die Deskriptive Statistik im Vorder-
grund steht. Denn heutzutage ist Statistik
mehr und mehr in Analysen auf der Basis
von stochastischen Modellen.'*®

e Es ist offenbar schwierig, fiir ein Prob-
lem die relevante bedingte Wahrschein-
lichkeit P(A/B) zu bestimmen (was ist A
und was B im konkreten Fall) und daraus
richtige Schliisse zu ziehen. Darum ist es
niitzlich, das Bayessche Theorem zu stu-
dieren, was zugleich als ein Modell fiir
das "Schitzen" und Lernen aus der Erfah-
rung gesehen werden kann.

o Wahrscheinlichkeitsaussagen (Interpre-
tation von berechneten Wahrscheinlich-
keiten) sind von fundamental anderer Art
als erhobene Daten fiir einzelne Einheiten
(z.B. einzelne Personen), weil sie sich
nicht darauf bezichen, was sich bei einer
konkreten Person ereignen kann, sondern
auf die (hypothetische) Gesamtheit aller
unter den gleichen Bedingungen mogli-
chen Ereignisse (viele Missverstindnisse,
nicht nur die gambler's fallacy beruhen
darauf, dass dieser Unterschied nicht ge-
sehen wird); '’

'3 Auch hier gilt leider wohl, dass wir nicht darum
herum kommen, uns auch in schwierige Dinge zu
vertiefen um Statistik zu verstehen.

"7 In diesem Sinne ist z.B. auch der "Stichprobenfeh-
ler", wie die Stichprobenverteilung, aus der er abge-
leitet ist, ganz anders als die "Repréisentativitit" nicht
eine Aussage iliber eine konkrete Stichprobe (die ja
auch wegen der Zufallsauswahl zufillig ganz anders
ausfallen kann), sondern iiber die Gesamtheit der aus
der gleichen Grundgesamtheit zu ziehenden Stichpro-
ben gleichen Umfangs. Auch Missverstindnisse darii-
ber, was eine "signifikante" Testentscheidung eigent-
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e Aussagen lber Ursachen konnen i.d.R.
nicht sicher durch die Berechnung von
Korrelationen aufgrund von Beobach-
tungsdaten gewonnen werden, weil hier
alternative Moglichkeiten der (auch indi-
rekten iiber eine dritte Variable) Verursa-
chung (z.B. in Gestalt einer Scheinkorre-
lation) i.d.R. nicht ausgeschlossen wer-
den konnen. Diesem Zweck, sicherzustel-
len, dass alternative Erkldrungen ausge-
schlossen werden kdnnen, dient im Expe-
riment die "Kontrolle" sonstiger Einfliis-
se und die Randomisierung (Abschn. 4a),
und bei der Analyse von Beobachtungs-
daten die Priifung der Modellannahmen
iiber die Storgrofen (Abschn. 4c).

Statistik "verstehen", wie es im Titel die-
ses Papiers heiit, bedeutet vor allem,
mehr und mehr Zusammenhinge zwi-
schen Methoden zu erkennen und das
hinter ihnen bestehende System zu sehen.

Zwar steht auch bei "Big Data" die Er-
wartung, gerade durch die Massenhaftig-
keit von Zahleninformationen zu neuen
Erkenntnissen zu gelangen im Fokus,
dhnlich wie traditionell in der Statistik.
Gleichwohl diirfte Big Data in vieler
Hinsicht eher das glatte Gegenteil von
Statistik sein.

Es gibt bestimmte Denkmuster und Be-
grifflichkeiten die in der Statistik immer
wieder auftreten, wie z.B. die Unter-
scheidung zwischen systematisch (erklart)
und zufillig (residual) und eine darauf
aufbauende Varianzzerlegung, oder die
Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten
bei wiederholten unabhiingigen Ziigen
(Stichproben) aus identisch verteilten
Grundgesamtheiten.

Fundamental ist auch fiir das "Schétzen"
und "Testen" das Konzept der Stichpro-
benverteilung (z.B. einer Teststatistik)
bei Geltung einer Hypothese und das
Maximum Likelihood Prinzip, flir unbe-
kannte Parameter der Grundgesamtheit
die Werte anzunehmen, bei denen das

lich bedeutet, beruhen oft auf ein Verkennen des Cha-
rakters einer Wahrscheinlichkeitsaussage.

konkret beobachtete Stichprobenergebnis
am wahrscheinlichsten ist.

¢ Ein zentrales Instrument ist auch das Mo-
dell eines datenerzeugenden Prozesses
auf Basis einer Gleichung oder eines
Gleichungssystems, wobei stochastische
Modelle deutlich Vorteile haben gegen-
iiber nichtstochastischen Modellen, weil
sie es erlauben, die Giite der Anpassung
des Modells an die Daten zu beurteilen.
Im Rahmen solcher Modelle gilt es oft,
Gewichte g, ..., gy einer Linearkombi-
nation von Variablen wie ¥, = giy;i +

2V2i t...F gnmYmi SO zu bestimmen, dass
die Variable y [meist unter einigen

Nebenbedingungen] in bestimmter Weise
"optimal" ist.'*®

o Der Zufall als Auswahlprinzip bei (ech-
ten) Stichproben soll nicht nur sicherstel-
len, dass keine Verzerrung durch Bevor-
zugung (z.B. von besonders leicht er-
reichbaren Einheiten) oder Benachteili-
gung von Einheiten eintritt, sondern auch
die "Reprisentativitit" in dem Sinne ge-
wihrleisten, dass die ausgewdhlten Ein-
heiten auch die nicht ausgewihlten re-
préasentieren (was sie nur dann tun, wenn
auch die nicht ausgewihlten Einheiten
die gleiche Auswahlchance hatten wie
die ausgewdhlten). Nur die Zufallsaus-
wahl erlaubt die Anwendung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und die Berech-
nung des Stichprobenfehlers als Giite-
mal. "Reprdisentativitit" im Sinne von
gleichen (oder dhnlichen) Quoten in der
Stichprobe wie in der Grundgesamtheit
ist dagegen ein unbrauchbares Kon-
zept."”

e Ein statistischer Test wird oft als Verifi-
kation oder Falsifikation einer Aussage
iber die Realitdt missverstanden. Aber
mit einem Test wird nicht festgestellt, ob

158 Es kann z.B. gefordert werden, dass sie eine mini-
male Varianz hat, oder dass mit einer anderen Linear-
kombination moglichst hoch korreliert. Die meisten
Verfahren der "multivariaten Analyse" beruhen auf
solchen Uberlegungen.

"% Hierauf wird jedoch in gewisser Weise implizit
Bezug genommen bei der sog. Hochrechnung" (dazu
mehr unten im Teil Ergénzungen 8.2c¢).
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eine Hypothese richtig oder falsch ist,
sondern es wird entschieden, ob man sie
fiir richtig oder falsch halten soll. Die
bisher verbreitete einseitige Betonung der
Testsentscheidungen ("signifikant") bei
der Darstellung empirischer Befunde hat
sicher erhebliche Nachteile. Aber eine
jetzt in Mode gekommene Fokussierung
auf die power oder Mal3e der Effektstiir-
ke ist auch nicht unproblematisch. Hinzu
kommt, dass die genannten Kriterien un-
tereinander zusammenhingen und auch
ganz entscheidend vom Stichprobenum-
fang bestimmt werden. Es wird auch oft
vergessen, dass statistische Tests nicht
nur Hypothesen iiber Modellparameter
sondern auch solche liber Modellvoraus-
setzungen (die fir die Schitzung eines
Modells notwendig sind) betreffen, ins-
besondere Annahmen iiber die Storgro-
Ben.

e Abschn. 7 zeigte, dass Beziehung zwi-
schen Kennzahlen (statistics), wie Mit-
telwerte, Quoten, Korrelationskoeffizien-
ten usw. flir Teilaggregate (Teilgesamt-
heiten) und den entsprechenden Kenn-
zahlen fiir das Gesamtaggregat oft sehr
viel verwickelter sind als man zunichst
denken mag. ' Auf hier naheliegende
Fehlschliisse beziehen sich diverse Para-
doxien und fallacies, wobei aber kaum
bekannte Zusammenhinge zwischen ih-
nen bestehen und oft eine Paradoxie auf
eine andere zuriickgefiihrt werden kann.
So kann man z.B. das Simpson Parado-
xon als einen relativ einfachen Spezialfall
der doch recht komplexen ecological
fallacy auffassen.

e Zwar haben wir einige verbreitete Argu-
mentationsmuster in der induktiven Sta-
tistik dargestellt, aber wir konnten &hn-
lich grundlegende Uberlegungen aus der
deskriptiven Statistik aus Platzgriinden
hier nicht unterbringen. Nur in einem Fall,
was die sog. "Axiome" betrifft, wollen

10 Verwickelt ist insbesondere der Zusammenhang
zwischen Korrelationen, die auf Basis von Aggregaten
(z.B. Stidte eines Landes) berechnet wurden und den
entsprechenden Berechnungen auf Basis der individu-
ellen Daten der Personen (ecological fallacy).

wir im Folgenden kurz etwas ergénzend
nachtragen (Abschn. 8.2a).

8.2. Erginzungen

a) Axiome in der Deskriptiven Statistik
b) Messung und Bereinigung von Struk-
tureffekten (Details zu Abschn. 7)

¢) Hochrechnung

d) Endogenitdt und Simultaneitat

e) Einige niitzliche Transformationen
f) Witze tiber Statistik

a) Axiome in der Deskriptiven Statistik

Es ist allgemein bekannt, dass es verschiede-
ne Mittelwerte My einer Variable x gibt. Man
kann z.B. das arithmetische Mittel X oder
den Median (Zentralwert) berechnen, oder
das (weniger bekannte) geometrische und
harmonische Mittel, oder man konnte auch
eine ganz neue Mittelwertformel vorschlagen.
Mit welchen Argumenten kann man sich fiir
oder gegen eine Formel aussprechen oder
sich fiir eine besonders vorteilhafte entschei-

den? Hierzu dienen "Axiome".'®!

Von einem Mittelwert ist es z.B. sinnvoll, zu
fordern, dass er zwischen dem kleinsten und
dem grofiten Wert liegt Xpin < My < Xy, Wi€
das Wort "Mittel"wert ja schon sagt. Ist M, gro-
Ber als der grofite x-Wert oder kleiner als der
kleinste x-Wert, so wire dies nicht "sinnvoll".
Axiome sind exakt gefasste Aussagen dariiber,
was als sinnvoll oder sinnlos anzusehen ist, und
weil sie exakt gefasst sind, kann man beweisen
ob eine Formel ein Axiom erfiillt oder nicht.
Ein ebenfalls verniinftiges Axiom ist, dass My
berechnet mit den Datenvektor [X; X, (X31+A)]
groBer (wenn A > 0), bzw. kleiner (wenn A < 0)
sein sollte als M, beim Vektor [x; X, x3].162

Axiome erlauben es auch Klassen von Maf3zah-
len zu unterscheiden, z.B. Streuungsmalle (S)
von MaBlen der Konzentration (K). Einzusehen,

1! Axiome als BeurteilungsmaBstibe sind traditionell
sehr tiblich bei Preisindexzahlen und Maf3en der Kon-
zentration (Ungleichheit). In meinem Buch "Deskrip-
tive Statistik" (UTB Reihe Bd. 1632) 1993 habe ich
versucht, fir die meisten Malle Axiome zu definieren.
Da das Buch nicht wieder aufgelegt wurde, steht es
auf dieser Website frei zum Download zur Verfiigung.
'2 Diese Forderung ist das Monotonie-Axiom: Wenn
alle x-Werte gleich sind bis auf einen x-Wert, sollte
der Mittelwert nicht gleich sein, sondern diesem Un-
terschied Rechnung tragen (hinsichtlich der Richtung,
d.h. groBer oder kleiner werden; es ist nicht gesagt,
um wie viel groBBer oder kleiner).
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dass mit S und K unterschiedliche Sachverhalte
gemessen werden ist wohl fiir einige schwer,
zumal man ja beides berechnen kann, wenn
man eine Hiufigkeitsverteilung von x hat.'®

Ich horte neulich einen Vortrag eines Professors
M aus L, bei dem die angewandten statistischen
Methoden nicht iiber den Stoff der ersten bei-
den Vorlesungen Statistik I hinausgingen (Me-
dian, Quartilsabstand etc.). Noch befremdlicher
war jedoch, dass M eine Lorenzkurve und das
Disparitdtsmall von Gini dg bei der Variable
"wochentliche Arbeitszeit in Stunden" betrach-
tete. Dabei sollte eigentlich klar sein dass rela-
tive Konzentration (= Disparitdt) nur sinnvoll
ist bei einem extensiven (summierbaren) Merk-
mal, wie Vermogen, nicht aber wenn x intensiv
ist (z.B. bei der Intelligenz) oder wenn fiir X nur
ein sehr begrenzter Wertebereich moglich ist.

Nicht bei jeder Art von "Ungleichheit" kann
man die Lorenzkurve zeichnen oder dg berech-
nen. Man kann es beim Vermogen, aber beim
IQ oder bei der Arbeitszeit wire es Unsinn.'®

Wenn einer ein Vermdgen von 50.000 und der
andere von 150.000 hat, kann man sinnvoll von
"zusammen 200.000" sprechen, oder sich auch
vorzustellen, dass einer allein 200.000 und der
andere 0 hat. Vermdgen ist ein extensives
Merkmal. Aber es ist Unsinn, zu meinen, dass
wenn einer einen IQ von 110 und der andere
einen von 130 hat, dass sie dann zusammen 240
haben, oder dass es auch genauso gut sein
konnte, dass einer 0 und der andere 240 hat.

Es ist abwegig, bei der Arbeitszeit die Lorenz-
kurve zu betrachten. Selbst wenn es einen Ku-
chen der Gesamtarbeitszeit gdbe, kann man sich
ja davon nicht beliebig grole Scheiben ab-
schneiden. Die Scheibe kann schon mal nicht
grofer als 168 (= 24 mal 7) Stunden wochent-

' Dass der Unterschied zwischen absoluter und rela-
tiver Konzentration (=Disparitit) vielen nicht klar ist
(obgleich auch er darin besteht, dass andere Axiome
gefordert werden und damit die Aussage entsprechen-
der Mafie [z.B. Herfindahl vs. Gini Index] eine andere
ist) ist bekannt, aber ungewdhnlich ist es schon, dass
man den Unterschied zwischen Streuung und Dispari-
tit nicht kennt. Es gibt eine Uberschneidung insofern,
als der Variationskoeffizient fiir die Messung sowohl
der relativen Streuung, als auch der Disparitéit benutzt
wird (wo er jedoch ein meist fiir die Disparitidtsmes-
sung gefordertes Transferaxiom nicht erfiillt). Mehr
dazu in v. d. Lippe, Deskriptive Statistik, S. 171.

' Bei Intelligenz und Arbeitszeit ist ein Streuungs-
mal das allein richtige Maf}, um zu zeigen, dass hier

grofle Unterschiede zwischen den Menschen bestehen.

lich sein und was wiirde auch d; = 1 bedeuten?
Es hie3e doch, dass einer allein etliche Millio-
nen Stunden in der Woche arbeitet (wie soll das
gehen?) und alle anderen 0 Stunden.'®

b) Messung und Bereinigung von Struktur-
effekten (Erginzung zu Abschn. 7)

Abgesehen vom Assoziations- und Korrelations-
koeffizient haben wir in Abschn. 7 nur solche
Male betrachtet, bei denen das Mal fiir das Ge-
samtaggregat eine Linearkombination der ent-
sprechenden MalBe fiir die Teilgesamtheiten ist,
wie bei einer Beziehungszahl (z.B. der Todesrate)

X . X;
Q:_:ZQngj mit Q; =—, X = Xxj,
Y Y
Y =Zyjund g,=y,;/Y (Ge-

wichte)

mitj=1, 2, ..., J oder dem Mittelwert

X = ZX ;h;mit den relativen Héufigkei-
ten hj und Zh; = 1

Wenn es nur zwei Gesamtheiten (Aggregate) gibt,
A und B, die jeweils aus J Teilaggregaten beste-
hen, kann man Differenzen zur Kennzeichnung
ihres Unterschieds bilden.'® Die Differenz AQ =
Qa — Qg hat zwei Komponenten, eine "echte"
Verdnderung E und eine Strukturverdnderung S.

Mit Q, = Zj Q?g;*jz und Qg entsprechend ist

2Q=3, () ~Q7 e 3 (e} ~lJo) <E +s

oder
AQ= Zj (Qf _Q?)gsj +Zj (gﬁj _gSjb? =E*+S*,

Es kann also bei Q5 # Qg fiiralle j =1, ..., J gelten:

QA _ QB =0 S: kein echter, nur | Priester/Bergar-
J J Strukturunterschied | beiterbeispiel

A_ B _ 0 E: Echter Unter- hierfiir oben kein
g i gyj schied Beispiel gebracht
Man beachte:

sowohl in S bzw. S als auch E* bzw. S* werden
Differenzen gewichtet, aber die Q-Gewichte bei S
bzw. S* summieren sich (anders als die g-
Gewichte bei E bzw. E*) nicht zu 1.

' Die Lorenzkurven von Prof. Dr. M. waren — wie zu
erwarten war — entsprechend auch alle nicht weit von
der Gleichverteilungsgeraden entfernt,

1% 7u dieser Betrachtung v. d. Lippe, Deskriptive
Statistik, S. 335. Bei I > 2 Teilgesamtheiten sind die
Zusammenhinge natiirlich etwas komplizierter.
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Beim arithmetischen Mittel gilt analog fiir AX =
X, —Xp die Zerlegung in E und S

D R I T e

bzw. in E* und S*

= S b Xl -h0)

Das Muster der Zerlegung in E/S bzw. E*/S*
und der Gewichtung dabei ist also bei AX
ganz analog dem von AQ.

Die Gleichungen fiir Ax erkldren auch das
Simpson Paradoxon, insbesondere konnen
auch alle Differenzen in den Teilaggregaten
negativ sein und AX positiv sein (oder um-
gekehrt). Dass sich der reine Struktureffekt

. . —B1 A — .
ausdriickt in ijhj —Xz # 0 bzw. in

> x?h? —X, = 0 rechtfertigt die sog. "Stan-

.. 1 .
dardisierung",'®’ d.h. die Berechnung von

Mittelwerten (oder auch Beziehungszahlen)
bei Zugrundelegung der gleichen Gewichte.
Die standardisierten Mal3e sind also bereinigt
von einem evtl. bestehenden Struktureffekt.

¢) Hochrechnung

Im Deutschen wird dieses Wort gebraucht fiir
eine Prognose (z.B. am Wahlabend), was aber
eigentlich eine Punktschitzung ([point] estima-
tion) der Stimmenzahl fiir die Parteien ist. In der
Literatur spricht man auch von Hochrechnung,
wenn es gilt, eine absolute Grofle N; (z.B. eine
Anzahl) in der Grundgesamtheit aufgrund eines
Anteils p = ny/n in der Stichprobe zu schétzen.
Das geschieht meist durch Multiplikation von p
mit dem reziproken Auswahlsatz, also pN/n =
N..'® Man nennt das "freie Hochrechnung".
Auch das ist nur eine spezielle Punktschitzung
und wird in anderen Landern oft gar nicht geson-
dert thematisiert.

Wir haben deshalb als Deutsche notorisch
Schwierigkeiten, das Wort "Hochrechnung" zu
iibersetzen. Es ist klar, dass es nicht "high cal-
culation" hei3en kann, aber wie heifit es dann?

Man spricht auch von Hochrechnung bei "Kor-
rekturen" an den erhobenen Daten (also an den
Stichprobenwerten) mit dem Ziel, dass so be-

' Von "Standardisierung" spricht man auch bei der
z-Transformation und der Standardnormalverteilung.
' Dahinter steckt natiirlich die Gleichsetzung von p
(Stichprobe) und ©t = Ni/N (Grundgesamtheit).

stimmte Quoten in der Stichprobe den entspre-
chenden Quoten (oder Eckzahlen) der Grundge-
samtheit "angepasst" werden. Weil das meist in
Form von hoher- oder niedriger-"gewichten" von
Angaben erfolgt, wird auch oft von "Gewich-
tung" (weighting) anstelle von "Hochrechnung"
gesprochen. Aber weil man in der Statistik Ge-
wichtungen auf Schritt und Tritt und in den ver-
schiedensten Zusammenhdngen begegnet, ist
auch dies kein sonderlich klarer Begriff.

Vom Grundgedanken her dhneln solche Bestre-
bungen dem von uns kritisierten Konzept der
"Repréasentativitat", wofiir es keine Formel und
kein MaB gibt, und das auch nicht dem Prinzip
der Zufallsauswahl gerecht wird. Aber in Gestalt
von "Hochrechnungen" haben sich solche Ge-
danken wohl durchgesetzt, so dass solche Anpas-
sungen, Korrekturen oder "Gewichtungen" wohl
stets gingige Praxis sein werden.

Dabei sind zwei Punkte zu bedenken, die zur
Zufallsauswahl oft kritisch vermerkt werden

e sie kann dazu fiihren, dass zufdillig wichtige
Einheiten der Grundgesamtheit nicht in der
Stichprobe erscheinen, und

e wir haben es in der Praxis oft mit erheblichen
nonresponse Quoten zu tun, so dass der Ge-
danke, Zufallsauswahl stelle per se Reprisen-
tativitit sicher, vielleicht doch zu theoretisch
und puristisch ist.

Dem ersten Punkt kann und sollte durch eine
geschichtete Stichprobe Rechnung getragen wer-
den. Der zweite mag in der Tat ex post Anpas-
sungen an vorgegebene Strukturen nach Art von
Hochrechnungen rechtfertigen.

Von "gebundenen" im Unterschied zu freien
Hochrechnungen ist auch die Rede, wenn man
versucht, bekannte Zusammenhéinge zwischen
Variablen in der Grundgesamtheit (z.B. Diffe-
renzen Uy — Wy oder Verhéltnisse [ratios] px/py
auf die Stichprobe zu iibertragen). Das mag zur
Verbesserung der Stichprobe beitragen. In der
englischen Literatur findet man hierzu Begriffe,
wie "ratio calibration" und "difference esti-
mation".

d) Endogenitit und Simultaneitiit (zu 4c)

Mit dem Hintergrund einer einfachen Uberle-
gung aus der Okonometrie diirfte der Endogeni-
titsfehler verstdndlicher werden: im folgenden
Modell mit zwei Gleichungen

(a) Ci=atBY,+u
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(b) Y. =C+1;

besteht eine Interdependenz zwischen C und Y,
die also beide endogene Variablen sind (nur I ist
hier exogen). Nach der Verhaltensgleichung (a)
ist Y — C, andererseits ist aber nach der Defini-
tionsgleichung (b) auch C — Y. Die Schétzung
der marginalen Konsumquote mit'®

Bows =Scy / s, ist nicht konsistent, weil die Ko-

varianz oyy nicht null ist. Man erkennt das, wenn
man die reduzierte Form bildet

Ci=my+ml+ viund Y= 1y + 1l + v, mit

T, = ¢ , T, = P ,nzzLunthznzut.
1-B 1-B 1-B
Wegen
1
Y, ~E(Y,)= q(lt _E(It))_'_q(ut ~E(u,))

und der Exogenitit von I; (so dass GIZ =0)ist oyy

Sy =cov(Yu,)= 1 B
so dass Y und u miteinander korreliert sind.
"Richtig" (konsistent) wird B geschitzt mit der
indirekten Methode der kleinsten Quadrate (ILS)
oder — was hier auf das gleiche hinauslauft — der
Methode der Instrumentvariablen (IV):

. R A 5
Bis =By =Sc1/Sy; statt mit By = SCY/Sy ,

was B systematisch (auch bei n —o0) liberschatzt.

e) Einige niitzliche Transformationen

Wir prisentieren im Folgenden vier Trans-
formationen, die ersten drei sind lineare und
die vierte ist eine nichtlineare:

1. Mit der folgenden Lineartransformation kann
man eine Variable x > 0 in eine Variable y
transformieren, die auf den Wertebereich von
0 bis 1 "normiert" ist (also 0 <y < 1)

y=|—-——"—|+ ‘X=0+B-x
XO_XLI XO_XU

wenn X, der kleineste und x, der grofite x-Wert
ist.

Der erste Koeffizient o bewirkt eine Ver-
schiebung des Nullpunkts (so dass man fiir x =
x, den Wert y = 0 erhélt und die zweite Grofe

1 OLS steht fiir "ordinary least squares". Fiir Varian-
zen und Kovarianzen der Stichprobe steht auch hier —
wie allgemein {iblich — s (lateinische Buchstaben) und
o (griechisch) fiir die entsprechenden Groflen der
Grundgesamtheit.

_LB E(ut - E(ut ))2 = f‘_z >0,

(B) ist die Steigung dieser Lineartransformati-
on und dies betrifft die MaBeinheit auf der y-
Skala. Die Differenz x, — x; wird zur folgen-
den y-Differenz'”

Y2_Y1:( ! J'(Xz_xl): B(x2 — x1)
X, — X

und wie man sieht erhilt man fiir x = x, den
Werty=1.

u

2. Wenn x auch negative Werte annehmen kann
(X4 < 0), wird mit der Transformation

+ 2
y:[_xo Xuj_'_( j'XZOﬁ*"‘B*'X
XO_XU XO_XU

eine Variable y erzeugen, deren Werte zwi-
schen -1 und +1 liegen. Fiir x = x, erhélt man
y = -1 fiir x = X, ist y=+1, und bei einem x
Wert von x = (%, + X,)/2, also beim sog. mid-
point ist y = 0.

3. Sehr bekannt ist die sog z-Transformation

Zzﬁz(_ﬁj{i).xzwﬁz.x
GX GX GX

mit der man eine Variablen mit Mittelwert pi
= u und Standardabweichung o, = ¢ in eine
Variable mit einem Mittel von 0 und einer
Standardabweichung von 1 transformiert, denn
p,=0und o, =1.

Auch dies ist eine Lineartransformation. Die
GroBen a, und B, betreffen wieder den Null-
punkt und den Mafstab, der gestaucht (f < 1)
bzw. getreckt (§ > 1) wird. Durch Bildung der
Differenz (also von deviation scores) x - U
wird der "neue" (also der auf der z Skala) Mit-
telwert 0. Die anschlielende Division durch oy
erzeugt eine Variable, die in Einheiten der
Standardabweichung gemessen ist. Diese Art
von z-Transformation ist beliebt um verschie-
dene Gesamtheiten (oder Messwerte) zu ver-
gleichen, bei denen sich die interessierende
Variable auf einem unterschiedlichen Niveau
(also mit unterschiedlich hohem p und damit
auch o) bewegt. Sie setzt nicht voraus, wie oft
falschlich gedacht wird, dass die Variable X
normalverteilt ist.

Die Umkehrung z — x ist ebenfalls eine linea-
re Transformation x = 1 + zo.

4. Eine Transformation, die ebenfalls unter dem

Namen z-Transformation bekannt ist, wird bei

' Die Subskripte u und o stehen fiir unten und oben.
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Tests von Korrelationskoeffizienten r benutzt,
wenn die Hypothese iiber den entsprechenden
Parameter p in der Grundgesamtheit lautet p #
0 (statt p = 0). In diesem Fall ist ndmlich die
Stichprobenverteilung von r nicht mehr sym-
metrisch, sondern linkssteil (wenn p < 0), bzw.
rechtssteil (wenn p > 0) zumal ja stets -1 <1 <
+1 gelten muss (r kann also nicht beliebig
klein oder beliebig grof3 werden),

Die nichtlineare Transformation
1 l1+r e —1
z=—Inl— | > r= >
2 \l-r e’ +1
nach R. A. Fisher erlaubt es jetzt, gleichwohl

approximativ mit einer Normalverteilung (fiir
z, nicht flir r) zu rechnen.

) Witze iiber Statistik

Falsche Bezugsgrofie (und falsche verbale
Verkleidung von Rechenergebnissen)

In der Mathematik ist es kein Unterschied, ob
man mit & = P/T oder mit 1/e = &' = T/P operiert.
In der verbalen Erlduterung von Statistiken kann
das aber sehr wohl der Fall sein. Angenommen,
man habe per Erhebung in einem Zeitraum von T
= 24 Stunden P = 420 todliche Verkehrsunfille
festgestellt. T war vorgegeben und P hat sich so
ergeben. Die Relation ¢ = P/T = 420/24 = 17,5
Verkehrstote pro Tag ist eine sinnvolle Aussage
und entspricht dem, was erhoben wurde. Viele
glauben aber, es dadurch verstindlicher zu ma-
chen, dass sie mit T/P = 0,057 Stunden pro Toten
rechnen und dann sagen, dass alle 3,428 (=
0,05760) Minuten ein Mensch iiberfahren wird
(was dann zur Frage verleitet: "wie hélt der/die
das tiberhaupt aus?"). Jetzt ist P (und nicht wie
bei der Datenerhebung der Tag mit seinen T = 24
Stunden) die fest vorgegebene BezugsgroBe und
das Zeitintervall zwischen den Unfillen die vari-
able GroBe.'”" Mathematisch ist T/P und P/T
gleichwertig, aber sprachlich liegt hier durchaus
ein Unterschied vor.

Auch operativ (hinsichtlich zu treffender MaBBnahmen)
ist P/T die interessante Grof3e, und nicht T/P. Denn es
geht nicht darum. das ohnehin nicht (wie T/P falsch-
lich impliziert) konstante Zeitintervall zwischen todli-
chen Unfillen zu verldngern, sondern die Anzahl der
Unfille (egal zu welcher Tageszeit sie passieren) zu
verringern.

"I Alle 3,4 Minuten suggeriert auch eine uhrwerksar-
tige RegelmaBigkeit, die in der Realitdt gar nicht ge-
geben ist. Unfdlle passieren ja nicht nach jeweils
gleich langen Intervallen.

Falsches Merkmal

Ein anderer altbekannter Scherz ist: man hat
beim Schuss auf eine Wildgans einmal zu hoch
und einmal zu niedrig geschossen und ein Statis-
tiker wird dann sagen: im Mittel habe man aber
richtig geschossen.

Der Witz liegt hier darin, dass die interessierende
Variable falsch definiert ist. Richtig wére: man
hat zweimal nicht getroffen (also danebenge-
schossen, egal ob zu hoch oder zu niedrig) und
daraus wird nicht im Mittel ein Treffer. Die inte-
ressierende Variable ist also nicht, wie hoch ge-
schossen wird, sondern ob man getroffen oder
nicht getroffen hat.

Falsch gesetzte Bedingung

Der folgende Text, den ich im Internet gefunden
habe, ist vielleicht weniger ein Witz als ein Bei-
spiel fiir eine falsche Schlussweise mit bedingten
Haufigkeiten (Wahrscheinlichkeiten):
"15% aller Verkehrsunfille geschehen unter Alko-
holeinfluss, d.h. wenn wir alle besoffenen Schweine

von der Strafle holen, kdnnten jedes Jahr 15% aller
Unfalle vermeidbar sein.

"Wirklich? Und wenn wir alle nichtbesoffenen
Schweine von der Strale holen wéren sogar 85%
aller Unfalle vermeidbar!"

Was hier vorliegt ist eine Vertauschung der Kon-
ditionen (Bedingungen) wie sie auch in Abschn.
2d betrachtet wurde.

Es sei T = betrunken sein und V = Verkehrsun-
fall. Weil sich die 15% und 85% zusammen auf
die Gesamtzahl der Verkehrsunfille beziehen be-
sagen die Zahlen

P(T|V) = 0,15 und P(T|V)= 0,85, nicht aber
wie grof3 P(V|T) und P(V‘T) sind, was aber

eigentlich interessiert. Die Rechnung mit den
angeblich zu 100% vermeidbaren Verkehrsunfil-

len geht so: P(V)—P(T|V)—P(T|V)=0

Das wire aber nur richtig, wenn

P(V) =P(T|V) +P(T|V) wire,'” tatsichlich
ist aber P(V)=P(VT)+P(VT), oder

P(V) =P(V|T)P(T) +P(V|T)P(T), was aber

keineswegs 100% ist. Mit dem Bayesschen The-
orem erhélt man

' Hinzu kommt, dass Unfall (V) und Verkehrsteil-
nehmer (die man "von der Strale holen" mdchte)
gleichgesetzt wird und damit P(V) praktisch 1 gesetzt
wird. Aber nicht jeder Verkehrsteilnehmer (ob be-
trunken oder nicht) verursacht einen Unfall.
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P(V|T)=P(T|V)P(V)/P(T) und

P(V|T) =P(T|V)P(V)/P(T). Auch ohne
P(V) zu kennen konnte man die Relation
P(V|IT) P(T|V) P(T) 0,15-P(T)

P(V|T) P(T|V) P(T) 0,85-P(T)

auch ohne P(V) zu kennen bestimmen. Weil es

sehr viel wahrscheinlicher ist, nicht betrunken als
betrunken Auto zu fahren — (nehmen wir einmal

eine Relation von 9:1 an bei P(T) / P(T) - ist die
entscheidende Relation fiir die Geféhrlichkeit der

Trunkenheit am Steuer nicht 0,15/0,85, sondern
neunmal so grof.

Zwei weitere Beispiele fiir die Verwechslung
der Likelihood mit der a posteriori Wahr-
scheinlichkeit'

1. Werbeaktion mit missverstandener Statistik

Bei Dewdney (S. 112) findet man das folgende dhnli-
che Beispiel: "Eine Reihe von Elektrizititsgesell-
schaften der USA startete vor einiger Zeit eine Kam-
pagne, in der herausgestellt wurde, wie vorteilhaft
sich eine gute Stralenbeleuchtung auf die Verhiitung
der Kriminalitdt auswirkt. In den gro3 aufgemachten
Annoncen wurde festgestellt, daB in den USA 96
Prozent der innerdrtlichen Stralen schlecht beleuchtet
sind und dort 88 Prozent der Verbrechen veriibt wur-
de. Fiir viele Leser ging daraus eine eindeutige Korre-
lation hervor: Dank der Elektrizitit passiert nicht noch
mehr."

Dem Text sind folgende Angaben zu entnehmen

wenn L = gute und L keine (schlechte) Beleuch-
tung und V = Verbrechen bedeutet:

AV \Y% Summe

L 0,12-P(V) | 0,04
L 0,88-P(V) | 0,96
summe | P(V) | P(V) 1

Wir kennen also P(L|V) = 0,12 und P(E|V)
= 0,88, aber nicht — was eigentlich interes-
siert — P(V|L) und P(V‘E). Man kann aber
leicht mit dem Bayesschen Theorem sehen

P(VIL) = 012-P(V) b VD) = 0,88-P(V)
0,04 0,96

2

' Man kann hier auch von der base rates fallacy
sprechen (vgl. oben S. 7), die darin besteht, die zwi-
schen den Likelihood und den a posteriori Wahr-
scheinlichkeit stehenden a priori Wahrscheinlichkei-
ten (= base rates) zu ignorieren

so dass mit P(V|L)/P(V|L) = 3,27, cigent-

lich Verbrechen auf beleuchteten Straflen
mehr als dreimal so wahrscheinlich sind, wie
auf unbeleuchteten Straf3en.

Offenbar ist den Machern der Werbekampagne
(aber auch den Lesern) gar nicht aufgefallen,
dass die Statistik nicht fiir, sondern gegen ihr
Anliegen spricht. Natiirlich ist wohl auch hier
wieder eine Korrelation (zwischen L und V)
durch eine dritte Variable (Ndhe zum Stadtzent-
rum) zu erkléren.

2. Noch einmal Verkehrsunfille

Dieses Beispiel wird in vielen einschlagigen
Biichern erwiahnt: Es passieren mehr Autounfille
A in der nidheren Umgebung des Wohnorts (N)

als weiter entfernt: P(N|A) > P(N|A).

Was aber beabsichtigt ist zu zeigen, ist die an-
geblich groBere Gefihrlichkeit der Wohnortsné-
he (sie driickt sich durch die Unfallneigung A,
nicht durch die Entfernung N aus); gefragt ist
also ob P(A|N) besonders grof} ist. Analog zur

obigen Gleichung fiir P(V|T)/P(V|T) gilt jetzt
P(A|N) P(N|A) P(N)
P(AIN)  P(N|A) P(N)

sehr viel keiner ist als P(N) (die meisten Fahrten
finden ja in Wohnortndhe statt) kann trotz

P(NJA) > P(N|A) gelten P(A|N) > P(A|N).

und da P(N) i.d.R.
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