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Vorwort Diese Seiten sind als begleitender Text zur Ubung Induktive Statistik gedacht. Dabei geht
es —wie der Titel schon verrdt— um die Themen Schitz— und Testtheorie. Der Text soll keinesfalls
den Besuch der Lehrveranstaltungen bzw. die Lektiire der einschldgigen Literatur ersetzen, son-
dern lediglich dazu dienen, den in den relevanten Sitzungen behandelten Stoff nochmals grob
zusammenzufassen und die Zusammenhinge zu verdeutlichen.
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1 Grundziige der Stichprobentheorie

Gegenstand der induktiven Statistik ist der sogenannte Reprisentativschlufi. Mithilfe der Daten,
welche aus einer Stichprobe gewonnen werden, sollen Riickschliisse auf die Grundgesamtheit,
aus der diese Stichprobe stammt, gezogen werden. Diese Riickschliisse konnen auf zwei Arten
geschehen:

Schiitzen: ~Bestimmung eines Néherungswertes eines unbekannten Parameters der Grund-
gesamtheit aufgrund der Beobachtungen in der Stichprobe (ohne Vorkenntnisse).
Geschieht durch Punkt- oder Intervallschdtzung.

Testen: Uberpriifen von statistischen Aussagen (Hypothesen) iiber die Verteilung einer Zu-
fallsvariable oder tiber einen unbekannten Parameter (mit Vorkenntnissen).

Die Voraussetzung fiir die Durchfiihrung dieser beiden Verfahren ist das Vorliegen einer Stich-
probe.

1.1 Stichproben und Stichprobenfunktionen

Bei der Ziehung einer Stichprobe, werden n Elemente aus der N Elemente umfassenden Grund-
gesamtheit entnommen. Wenn n = N ist, spricht man nicht mehr von einer Stichprobe, sondern
von einer Totalerhebung. Das Ziehen einer Stichprobe besteht darin, n Elemente x1,...,x, aus
der Grundgesamtheit auszuwéhlen und an ihnen die Auspriagungen des Merkmals zu beobach-
ten. Dabei heiflt der Quotient n /N Auswahlsatz.

Die Art, wie die Stichproben entnommen werden, heif3t Auswahlverfahren. Dabei ist es von beson-
derer Bedeutung, dafl das Prinzip der Zufallsauswahl eingehalten wird. Nur dann kénnen die
Methoden der schlieffenden Statistik auf diese Stichproben angewendet werden.

Def£nition 1 (Stichprobe) Eine durch Zufallsauswahl gewonnene, endliche Menge von Beobachtungs-
werten x1, . .., xn aus einer endlichen oder unendlichen Grundgesamtheit heifst

— uneingeschrinkte Zufallsauswahl, wenn jedes Element der Grundgesamtheit die Moglichkeit be-
sitzt, in die Stichprobe zu gelangen,

— uneingeschrinkte, einfache Zufallsauswahl, wenn die Wahrscheinlichkeit, in die Stichprobe zu ge-
langen, bei jedem Element der Grundgesamtheit gleich grof8 ist. O

Bei der Entnahme der Elemente aus der Grundgesamtheit ist weiterhin zu berticksichtigen, ob
diese mit oder ohne Zuriicklegen geschieht (zmz, zoz).

Unabhéngig von dieser Fragestellung bleibt folgendes festzuhalten: In der Grundgesamtheit be-
sitzt das Merkmal X die (unbekannte) Verteilungsfunktion F(X) mit den (unbekannten) Parame-
tern (Momenten) E(X) = pund V(X) = 0. Die Elemente der Stichprobe kénnen als Realisationen
von n Zufallsvariablen Xy, ..., X;, angesehen werden. Fiir alle diese Zufallsvariablen gilt:

- Sie stammen aus der gleichen Grundgesamtheit fiir die die oben genannten Eigenschaften
gelten. (E(X) = pund V(X) = 0?)
— Die Realisationen aller X; sind unabhéngig voneinander.

Alle Elemente der Stichprobe sind somit unabhiingig, identisch verteilt, oder kurz i.i.d. (fiir indepen-
dent, identically distributed).

Auf der Basis der Stichprobe soll der unbekannte Parameter 0 einer Grundgesamtheit geschatzt
werden.! Diese Schitzung wird mittels einer Schitz— oder Stichprobenfunktion vorgenommen. Da-
bei handelt es sich um eine Funktion

0=g(X1,...,Xn),

! Im weiteren Verlauf werden bestimmte Parameter der Grundgesamtheit, wie Mittel- und Anteilswerte,
oder die Varianz allgemein mit 6 gekennzeichnet. Diese Parameter der Grundgesamtheit werden durch die
einzelnen Realisationen der Grundgesamtheit bestimmt.
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welche lediglich von den Realisationen der Stichprobenvariablen abhéngt. Deswegen stellt g(-)
selbst ebenfalls eine Zufallsvariable dar.

Werden die konkreten Stichprobenrealisationen x1,...xy in diese Funktion eingesetzt geht die
Stichprobenfunktion in einen konkreten Schitzwert tiber. Dieser Wert heifst dann Punktschitzer.

1.2 Verteilungen von Stichprobenfunktionen

Wie eben beschrieben, handelt es sich bei der Funktion ¢(-) um eine Zufallsvariable. Die Ver-
teilung dieser Zufallsvariablen wird Stichprobenverteilung des Schitzers § genannt. Diese Stich-
probenverteilung besitzt einen Erwartungswert und eine Varianz, welche Stichprobenfehler oder
Standardfehler genannt wird.

Beispiel 1 (Vgl. von der Lippe (1998), Aufgabe 7.2.7)  Die Grundgesamtheit ist zweipunktverteilt mit
P(x =1) =0,5und P(x = 2) = 0, 5. Wie lautet die Stichprobenverteilung

- des arithmetischen Mittels X = 1 5 X;
- des geometrischen Mittels Xg = VX7 -+ Xn

bei Stichproben vom Umfangn = 2 und n = 3 (Ziehen mit Zurticklegen)? Was fallt bei der Betrachtung der
Stichprobenverteilung von X¢ auf?

Es existieren insgesamt 2 Elementarereignisse und das Experiment wird n = 2 Mal durchgefiihrt. Der Stich-
probenraum Q) besteht aus 22 = 4 Elementen, ndmlich Q = {(1,1);(1,2);(2,1);(2,2)}. Das arithmetische
Mittel kann bei diesen méglichen Stichproben die Werte 1, 1,5 und 2 annehmen. Fiir das geometrische Mit-
tel erhalt man die moglichen Realisationen 1, V2, und 2. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind in
der folgenden Tabelle dargestellt:

Stichprobe | x |  P(X=%) | G | P(Xc = %q)
(1,1) 1| 0,5-0,5=0,25 VI-1=1 0,25

1221 | 1,5]2-05-05=0,51 vV1-2=+2 0,5
22 2| 0,5-05=0,25 V2-2=2 0,25

Man erhalt folgende Wahrscheinlichkeitsfunktion:

0,25 ,firx=1 0,25 ,fiirxg =1
) 0,5 firx=1,5 . 0,5 ,fiirkg =+v2
f(x) = L f(kg) = L
0,25 ,firx=2 0,25 ,fiirkg =2
0 sonst 0 sonst

Die beiden Stichprobenverteilungen besitzen also die folgenden Parameter:

P

E(X)=1,5 E(Xg) = 1,4571
V(X) = 0,125 V(Xg) =0,1268

Es féllt auf, daf8 der Erwartungswert von X¢ nicht dem Erwartungswert der Grundgesamtheit entspricht
(1 = 1.5). Weiterhin besitzt X einen groferen Stichprobenfehler als X (0,1268 > 0,125). g

Von Interesse ist die Verteilung dieser Stichprobenfunktionen. Bei bekannter Verteilung von X
(z.B. der Normalverteilung) ist es moglich, die Verteilung der Stichprobenfunktion exakt zu be-
stimmen. Ist die Verteilung nicht bekannt, so lassen sich jedoch auf der Basis der Aussagen der
(zentralen) Grenzwertsédtze zumindest approximativ die Verteilungseigenschaften angeben.
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1.3 Stichprobenverteilung des arithmetischen Mittels

Aus einer (heterograden) Grundgesamtheit mit E(X) = pund V(X) = o? werden alle Stichproben
gezogen. Berechnet man fiir alle diese Stichproben das arithmetische Mittel %, so gelangt man zur
Stichprobenverteilung von X. Die Schdtzfunktion g(-) wird somit spezifziert und lautet nun

R L
9(X1,..., Xn) =X = E;

Die Stichprobenverteilung ldsst sich durch den Erwartungswert und die Varianz charakterisieren.

X —E<lZXi> :%ZE(Xi):%Zu:%wuzu-
i=1 i=1 i=1

Bei der Berechnung der Varianz muf$ berticksichtigt werden, ob das Experiment mit oder ohne
Zurticklegen durchgefiihrt wird. Fiir den Fall unabhingiger Stichprobenvariablen (zmz) erhalt
man

. 1 & T o« T & 5, 1 , o?
Die Varianz fiir den Fall abhingiger Stichprobenvariablen (zoz) lautet (ohne Herleitung)
. o2N-n
V(X) = —
) n N-1

1.4 Stichprobenverteilung des Anteilswertes

Ist das Merkmal X in der Grundgesamtheit Bernoulli-verteilt mit den Wahrscheinlichkeiten
P(X = 1) = n (Erfolg) und P(X = 0) = 1 — 7 (Miflerfolg), so sind alle Elemente einer n Ele-
mente umfassenden Stichprobe identisch Bernoulli-verteilt mit E( Xi) =mund V(X;) = 7t(1 —m).
Dann gibt die Summe Y ' ; X; die Anzahl und der Ausdruck 1 3 ' | X; den Anteil der Erfolge
an. Die Stichprobenfunktion fiir den Anteil der Erfolge soll mit

gekennzeichnet werden. Die Verteilungseigenschaften der Stichprobenfunktion kénnen wegen
der vorliegenden Verteilungsinformation iiber die Grundgesamtheit genau angegeben werden.
Bei Ziehen mit Zuriicklegen ist der Anteil relativiert binomialverteilt und bei Ziehen ohne
Zurticklegen ist er relativiert hypergeometrisch verteilt. Der Erwartungswert der Stichproben-
verteilung ist dann gegeben durch

E(p)=m
und die Varianz ergibt sich als

V(p):@ (zmz)  bzw.  V(p)= 0= (z02).

Abbildung 1 fafsit das bis hierher Beschriebene nochmal zusammen.
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Abb. 1 Grundgesamtheit und Stichproben

Grundgesamtheit

Umfang: N

Elemente: X1,..., XN

Parameter (unbekannt) 0

| —— F(X)

E(X)=p
o

Ziehen einer Stichprobe

mit Zuriicklegen: ("' ~') mogliche Stichproben

ohne Zuriicklegen: (E) mogliche Stichproben Stichprobenverteilung

P(x) von X

Stichprobe

Umfang: n

Elemente: x1,...,%xn
Parameter (geschétzt) )

zB. xund s2 bzw. 62
P

alle moglichen Stichproben

3

2 Grundziige der Schitztheorie

Wie bereits erwihnt wurde, handelt es sich bei der Schitzfunktion 8 um eine Zufallsvariable mit
einer bestimmten Stichprobenverteilung. Das bedeutet aber, daf$ konkrete Schdtzwerte mehr oder
weniger stark von 8 abweichen kénnen. Es mufS nun aus der Vielzahl der moglichen Schétzfunk-
tionen ¢(-) diejenige ausgewdhlt werden, welche die Kriterien fiir gute Schétzer erfiillt. Konkret
heifsit das: Warum wird z.B. gerade das arithmetische Mittel zur Momentschatzung herangezogen
und nicht irgendein anderer Schéitzer?

2.1 Erwartungstreue

Die allgemeine Zielsetzung bei der Beurteilung von Schétzfunktionen soll sein, daff man mit der
Schitzfunktion § Werte erhilt, welche lediglich zufillig und nicht systematisch vom tatséchlichen
Parameter 0 abweichen. Ist dies der Fall, spricht man von einem erwartungstreuen Schéatzer. Ist
die Abweichung nicht zuféllig, spricht man von verzerrten Schatzern. Der Erwartungswert des
Schitzfehlers (der Bias) sollte fiir jeden Stichprobenumfang verschwinden:

B=E®-0)=0 bzw. E(d) =6.

2.2 Effzienz

Aus der Klasse der erwartungstreuen Schitzer, wird derjenige mit der geringsten Varianz aus-
gewdhlt. Sind also 0, und 8, zwei erwartungstreue Schétzer, dann ist der Schétzer 0, dann effzi-
enter als 8, wenn bei gleichem Stichprobenumfang n gilt:

V(é\Ln) < V(@Z,n)‘
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2.3 Asymptotische Erwartungstreue

Bei verzerrten Schétzern ist der Bias ungleich null. Diese Schétzer heilen jedoch dann asymptotisch
erwartungstreu, wenn diese Verzerrung mit wachsendem Stichprobenumfang gegen Null strebt,
also

lim E@—-0)=0  bzw. lim E(8) =6.

n—oo n—oo

2.4 Konsistenz

Konsistenz bedeutet, dafs die Varianz von (erwartungstreuen) Schétzern mit zunehmendem Stich-
probenumfang gegen null konvergiert. Fiir die praktische Durchfiithrung von z.B. Stichprobener-
hebungen bedeutet das, dafy ein Mehraufwand bei der Erhebung (grofierer Stichprobenumfang)
auch ein besseres? Resultat bei der Schitzung liefert.

Damit ein Schétzer konsistent ist, muf3 also gelten

lim V() =o.

n—oo

Bei verzerrten Schétzern geschieht die Uberpriifung auf Konsistenz mittels des Mean Square Errors
(MSE). Dieser ist de£niert als

MSE =E (6 —0)°.

Durch eine Zerlegung kann dieser Ausdruck auf eine getrennte Betrachtung des Bias und der
Varianz des Schétzers reduziert werden.

E@-0)"=E [(é—E(é)) 1 (E(8) —9)}2
—0

A

—E[0-E@®) +2E[ (0 —E@) - (E@) —0)] +E[E®) — 0]
—_———

V(9) =0 =B?
= V(8) + B?

Damit der verzerrte Schitzer konsistent ist, mufd der Grenzwert des MSE null sein, also

lim MSE = lim E [(§—0)"] =0

n—oo n—oo
= lim [V(8)+B?] =0
n—oo
= lim V(8)+ lim B> =0
n—oo n— oo

Da beide Ausdriicke nicht negativ sein kénnen, liegt Konsistenz dann vor, wenn sowohl die Va-
rianz als auch der Bias mit zunehmendem Stichprobenumfang verschwinden. Ein konsistenter
Schédtzer muf$ also mindestens asymptotisch erwartungstreu sein.

Beispiel 2 Gegeben sei die Schétzfunktion X = L 5 | X; als Schétzfunktion fiir den Erwartungswert p
der Grundgesamtheit. Es gilt dann

EX) = JE (X X0) = - 3 EX) = tnp =

Das bedeutet, dafs das arithmetische Mittel ein erwartungstreuer Schétzer fiir den Erwartungswert ist.

2 Besser in dem Sinn, dal die Wahrscheinlichkeit fiir grole Schitzfehler durch eine Vergrofierung des
Stichprobenumfangs deutlich verringert werden kann.
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Die Varianz des arithmetischen Mittels wurde weiter oben bereits hergeleitet. Diese betrdgt V(X) = o* /n.
Man sieht, daf8 dieser Ausdruck mit zunehmendem Stichprobenumfang verschwindet

GZ

lim V(X) = lim — =0,
n— oo n—oo 1
und somit handelt es sich bei der Schétzfunktion X um einen erwartungstreuen und konsistenten Schitzer
fiir den Erwartungswert . in der Grundgesamtheit.

1

Betrachten wir nun die Stichprobenvarianz s? = >t - %)? = x2 — x? als Schétzer fiir die Varianz o?

der Grundgesamtheit. Als Erwartungswert erhdlt man (ohne Herleitung)
n—1 2 2
E(s’) = ——0" #0°.
(s°) = o’ #
Die Stichprobenvarianz ist somit kein erwartungstreuer Schétzer fiir die Varianz der Grundgesamtheit. Man
erkennt jedoch, daf3 dieser Schétzer asymptotisch erwartungstreu ist, da gilt

lim E(s?) = lim T1—1Uz: lim (1—l> ol =¢o? 0
n— oo n—oo n n— oo n

2.5 Methoden zur Gewinnung von Punktschitzungen

Methode der Momente: Zur Schatzung werden die Momente der empirischen Haufgkeitsvertei-
lung, wie %, s%, ... herangezogen.

Methode der kleinsten Quadrate: Die Schitzfunktion 8 wird so bestimmt, dafl die Summe S der
Abweichungsquadrate (X; — 0)? minimal wird, also

$=> (Xi—6)? - Min!

Beispiel 3 (Vgl. Assenmacher (2000), Beispiel 8.2) Der Parameter p soll mit der Methode der kleinsten
Quadrate geschdtzt werden. Die zu minimierende GrofSe lautet demnach

S=)Y (Xi—f)* = Min!

Die Lésung der ersten Ableitung ergibt

ds oy !

- Rl Xe-m=o
= ) Xi—@=0 =) Xi—) 4=0
= in:nﬁ #ﬁ:%zxi:i

Maximum-—Likelihood—Methode: Die Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Stichprobe x1,...,xn
und damit auch einen konkreten Schitzwert 8 zu erhalten, ist vom Parameter der Grundge-
samtheit 0 abhédngig. Der Parameter wird nun so geschatzt, dafs die Wahrscheinlichkeit fiir das
Eintreten der konkret vorliegenden Stichprobe maximal wird. Diese Wahrscheinlichkeit kann fiir
unabhéngige Zufallsvariablen folgendermafien geschrieben werden:

f(x1,...,xnl0) = [f(x1]6) - f(x2[6) - - -+ - (%1 |6)]
=L(x|0)

Die Funktion L nennt man Likelihoodfunktion. Die Maximum-Likelihood-Methode basiert darauf,
den Parameter 0, so zu bestimmen, daf§ diese Funktion maximal wird:

L(§) = meaxL(e).

Die Losung des Maximierungsproblems liefert dann den Maximum-Likelihood-Schéatzer (ML)
fur 0.
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Beispiel 4 (Vgl. von der Lippe (1998), Aufgabe 8.1.1)  Aus einer Urne mit N = 4 Kugeln werde eine
Stichprobe vom Umfang n = 2 mit Zuriicklegen gezogen. Die Urne enthilt eine unbekannte Anzahl M
von schwarzen und N — M von weifSen Kugeln. Eine Stichprobe ergab eine schwarze und eine weifle Ku-
gel. Bei welchem Wert fiir M (also M = 1,2, 3 oder 4) ist es am wahrscheinlichsten, dafs gerade ein solches
Stichprobenergebnis (also eine schwarze und eine weilse Kugel) entsteht? Man differenziere die Likelihood-
Funktion nach M und ermittle so den unbekannten Wert M!

Das Mischungsverhéltnis in der Urne (d.h. die Anzahl schwarzer M und weiler N — M Kugeln) ist un-
bekannt. Es wurde eine Stichprobe vom Umfang n = 2 gezogen, die eine weifSe und eine schwarze Kugel
enthielt. Der Anteil p in der Stichprobe der schwarzen Kugeln betrdgt p = 0,5. Man tiberlegt sich nun
folgendes. Insgesamt sind 4 Kugeln in der Urne. Folglich kénnen die folgenden Urnen existieren:

0000 0000 0000 eee eeee

M=0 M=1 M=2 M=3 M=4
n=0 n=0,25 n=0,5 n=0,75 n=1

Fiir welche dieser fiinf Urnen ist nun die gezogene Stichprobe am wahrscheinlichksten? Dazu stellt man die
Likelihoodfunktion auf. Diese lautet:

f(x) = L(xIn,M,N) = (:) <%)x (N;M)mx

Diese Funktion nimmt fiir die verschiedenen Werte von mt folgende Funktionswerte an:

L(0) = (f)o‘ﬂ =0 L(0,25) = <$>0,25‘o,75‘ =0,375

1 1

L(1) = (f)ﬂ& =0

Diese Funktion nimmt fiir &t = 0,5 den maximalen Wert an. Daraus folgt, die Anzahl der schwarzen Kugeln
betragt M = 2.

L(0,5) = <2> 0,5'0,5' =0,5 L(0,75) = <2>o,75‘o‘25‘ =0,375

Die allgemeine Losung lautet folgendermafSen:

1 1
L(xIn, M,N) = <z> (M> (“‘—M> = IMUA M) = M- M2

1 4 4 8 2
Man erhilt dann
dL 1 1 ! . .
M2 ZM =0 notw. Bed. fiir Maximum
S>M=2
d’L = —]— <0 hinr. Bed. fiir Maximum
dM2 4 T
und somit M = 2 als ML-Schitzer fiir M. O

2.6 Intervallschitzung von Anteils—und Erwartungswerten

Bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen macht man sich die Schdtz— und Verteilungs-
eigenschaften von Punktschitzern zunutze. Das Stichprobenmittel X ist bekanntlich ein erwar-
tungstreuer Schétzer fiir den Erwartungswert p in der Grundgesamtheit. Weiterhin ist bekannt,
daf3 die Stichprobenverteilung des arithmetischen Mittels der Normalverteilung gehorcht und
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zwar entweder auf der Basis der Grenzwertsétze fiir n > 30 oder wegen der Reproduktionsei-
genschaften der Normalverteilung, wenn alle X; normalverteilt sind. Somit gilt (approximativ)

N _
S o X —
X~N<u;> ~zZ= s =z~N(0;1).

n o/yn
Aufgrund der Verteilungseigenschaften des arithmetischen Mittels kann man nun einen Bereich
bestimmen, in dem sich mit einer bestimmten Sicherheitswahrscheinlichkeit eine konkrete Realisa-
tion von X ereignet. Dazu berechnet man

X —
P(—zag ug—&—za)—]—oc.

o/vn

Jeder konkrete Schitzwert liefert eine erwartungstreue Schitzung fiir den unbekannten Parame-
ter. Lost man nun die Ungleichung in der Klammer nach p auf, erhdlt man

_ o - )
P(Xza-gugx—i—zq- =1—«
Vyn Vyn

Das so konstruierte Intervall gibt also eine Bandbreite von Realisationen von X an, welche mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1 — « den unbekannten Parameter einschliefien.

Interpretation von Konfidenzintervallen: Beim Konfidenzintervall sind die bestimmenden Werte
der Zufallsvariable nicht bekannt. Die Grenzen des Intervalls sind zuféllig, da sie von von der
Realisation der Stichprobe abhdngen. Der wahre Parameter dagegen ist eine Konstante. Es kann
folglich auch nicht gesagt werden, daf3 der Parameter zwischen x,, und x, liegt. Die richtige
Aussage bei Konfidenzintervallen lautet vielmehr:

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — « enthilt das konstruierte Konfidenzintervall den
wahren Parameter.

Oder anders:

Wiirde das Zufallsexperiment beliebig oft wiederholt, so wiirden die konstruierten Konf-
idenzintervalle in 95 von 100 Féllen den wahren Parameter enthalten.

Allgemeine Form von Konfidenzintervallen: Das Konfidenzintervall in seiner allgemeinen Form
lautet:

P(@—z“~0@§6§§+za-cé) =1—a.
Die Grenzen des Konfidenzintervalls lauten demnach

[0 —zo - 05;0+ 2o - 0] -

Den Mittelpunkt des Konfidenzintervalls bildet dabei der Schiitzwert 8 in der Stichprobe. Wenn
die Grundgesamtheit heterograd ist, bildet das arithmetische Mittel X eine erwartungstreue
Schdtzung fiir den Parameter p in der Grundgesamtheit. Bei homograden Grundgesamtheiten
wird der Anteil der Erfolge in der Stichprobe p = }_ X/n als erwartungstreue Schitzung fiir die
Erfolgswahrscheinlichkeit 7t in der Grundgesamtheit herangezogen.

Die Breite des Konfidenzintervalls berechnet sich als
2- Zx ' Op

und wird durch die folgenden GrofSen beeincuf3t:
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1. Vom Stichprobenfehler og. Dieser wird nach der unten folgenden Ubersicht bestimmt (Vgl. von
der Lippe (1998), Ubersicht 8.9). Je grofer der Stichprobenfehler ist, desto breiter wird das
Konfidenzintervall.

2. Von der Vertrauenswahrscheinlichkeit 1 — «. Diese Wahrscheinlichkeit legt das dazugehorige
1— a—Quantil der Normalverteilung bzw. der t-Verteilung fest. Mit steigender Sicherheit,wird
der entsprechende z,—Wert immer grofler und das Intervall immer breiter. (Extremfall: Mit
100%iger Sicherheit be£ndet sich der Parameter in einem Intervall von —oo bis +00)

3. Vom Stichprobenumfang n: Bei sonst gleichen Parametern bewirkt eine Erhohung des Stich-
probenumfangs, dafy der Stichprobenfehler abnimmt und somit das Konfidenzintervall nicht
mehr so breit ist.

Bei der Ermittlung des Stichprobenfehlers und des der Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — x zuge-
ordneten z-Wertes kann Abbildung 2 herangezogen werden.?

Beispiel 5 Aus einer Gesamtheit von Médnnern und Frauen, die sich einer stationdren Entwéhnungsbe-
handlung fiir Alkoholabhingige unterzogen hatten, wurde eine Stichprobe vom Umfang n = 808 gezogen.
Nach 18 Monaten waren von diesen Personen 290 ungebessert.

Zu bestimmen ist ein 99%iges Konfidenzintervall fiir die MifSerfolgswahrscheinlichkeit.

In diesem Fall handelt es sich um die Bestimmung eines Konfidenzintervalls fiir Anteilswerte. Der Umfang
der Grundgesamtheit ist unbekannt, folglich wird die Endlichkeitskorrektur vernachlassigt. Die Varianz der
Grundgesamtheit ist unbekannt, folglich wird der Stichprobenfehler gemasfs der Ubersicht bestimmt durch

Das Konfidenzintervall hat also folgende Gestalt:
P(q—264q <1—-m<q+206q)=1-—«.

Das Vertrauensniveau determiniert den z—Wert, welcher hier eigentlich in der t-Verteilung abgelesen wer-
den miisste. Da der Stichprobenumfang aber gréfer als 30 ist, kann wieder die Standardnormalverteilung
herangezogen werden. Es ergeben sich also folgende BestimmungsgrofSen fiir das Konfidenzintervall:

290

0,6411-0,3589
84 _\/T_o,om

1—-a=0,99 =a=0,01 =z, =2,5758
Das Konfidenzintervall lautet also

0,3589 —2,5758 -0,0169 < (1 —m) < 0,3589 + 2,5758 - 0,0169
0,3154 < (1 —m) <0,4024 ad

* Vgl. auch von der Lippe (1998), Ubersicht 8.9, S.88.
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Schatz— und Testtheorie

Abb. 2 Stichprobenfehler und 1 — o« ~Quantil

Bestimmung des Stichprobenfehlers o4

N

o“ der GG bekannt?

ja—*

nein

Bestimmung von z

N

o° der GG bekannt?

__]'a_>

nein

n > 30

heterograd homograd
zmz 2 1 =m)
Vn n
o1 i\/N—n \/n(]—n).N—n
vV N—1 n N -1
heterograd homograd
4 pq
ome n n—1
o N—n pq N-—-n
oz RV TN \/n 1N

Der z-Wert entspricht dem 1 — « —Quantil
der Standardnormalverteilung
Ablesebeispiel: 1 — o =0,95
= ®(z) =0,95
=z==1,9

Der z-Wert entspricht dem 1T — § —Quantil
der t—Verteﬂungb mitn — 1 Freiheitsgraden
Ablesebeispiel: n =20=>r=n—-1=19
1-a=0,95= «=0,05
=1-%=0975
= t19;0,975 = 2,09

? Dabei stellt 62 = % > (xi — %)? die geschitzte Varianz der Grundgesamtheit dar.
b Vgl. von der Lippe (1998), Tabelle T4, S. 120

3 Testtheorie

3.1 Einfithrung

In den vorherigen Abschnitten wurden Punktschétzer und Konfidenzintervalle behandelt, d.h.,
man hat versucht auf der Basis der Stichprobe einen konkreten Wert bzw. ein Intervall potentieller
Werte fiir den unbekannten Parameter zu bestimmen.
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Im folgenden werden Annahmen/Vermutungen (Hypothesen) tiber die Parameter der Verteilung
einer Grundgesamtheit tiberpriift (statistischer Test). Dabei sind folgende Begriffe von Bedeutung:

Statistische Hypothese: ~Annahme/Vermutung tiber die Verteilung der Grundgesamtheit.

Statistischer Test: Auf der Basis einer Priifgrofie T (~ Stichprobenfunktion) wird mit
einer vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit o (Signifkanzniveau)
iiber die Verwerfung oder Nichtverwerfung einer Hypothese entschie-
den.

3.2 Einstichprobentest

Unabhiéngig von dem konkret durchzufiihrenden Test (Parameter— oder Verteilungstest) verlauft
die Durchfiihrung eines statistischen Tests nach dem folgenden Schema:

Formulierung der Nullhypothese und der Alternativhypothese:

Ho : 0 =09 VS. H;:0 > 0 einseitig nach oben
< 0o einseitig nach unten
# 0o zweiseitig

Bestimmung der Priifgrofie/Teststatistik: ~Aufgrund der Stichprobenverteilung der Schatzer wird
eine Priifgrole oder auch Teststatistik konstruiert. Das geschieht, indem man unter der Bedin-
gung der Giiltigkeit der Nullhypothese einen bestimmten Wert T ermittelt. Zur Ermittlung der
Priifgroe kann Abbildung 3 herangezogen werden.*

Festlegung des Signitkanzniveaus o, Bestimmung des kritischen Wertes: Die Wahl des Signifkanz-
niveaus bestimmt den kritischen Wert. Der kritische Wert entspricht dem dem Signifkanzniveau
zugeordneten Quantil der (theoretischen) Stichprobenverteilung der Priifgrofie. In unseren Féllen
ist das die Standardnormal- bzw. t—Verteilung. Fiir den Fall der Normalverteilung und einem Si-
gnifkanzniveau von o = 0, 05 erh dlt man folgende moglichen Werte:

c=+1,6449 einseitig nach oben
c=—1,6449 einseitig nach unten

c==1,% zweiseitig

Vergleich der Realisation der Teststatistik mit dem kritischen Wert c: Die empirische Grofie
(Priifgrofie) wird mit der theoretischen Grofle (kritischer Wert) verglichen. Wenn die Wahrschein-
lichkeit fiir die Realisation des empirischen Wertes kleiner als das vorgeschriebene Signifkanzni-
veau ist, emp£ehlt es sich, die Nullhypothese abzulehnen. Die Entscheidung tiber die Annahme
bzw. Ablehnung (besser Nichtannahme) der Nullhypothese geschieht mit folgenden Entschei-
dungshilfen: Lehne Hy ab, wenn gilt:

T>c einseitig nach oben
T<c einseitig nach unten
[T] > |c| zweiseitig

* Vgl. auch von der Lippe (1998), Ubersicht 9.3,5.97.
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Abb. 3 Priifgrofle T und kritischer Wert ¢ im Einstichproben-Fall

Bestimmung von T

o? bekannt o? unbekannt®
zZmz X _G Ho X _6”0
vn vn
— Heterograd
z0Z X~ Mo X~ o
o \/ N-n| & /[N-n
vnV N—1 vnV N—1
o2 bekannt®
zZmz P To
70 (1 — 7o)
n
— Homograd
Z0Z P~ o
\/7’[0(] —mo) N—n
n N

Bestimmung des kritischen Wertes ¢

Der kritische Wert ¢ entspricht dem 1 — «
—Quantil der Standardnormalverteilung

o? der GG bekannt? | ——ja ——> Ablesebeispiel: 1 — o = 0,95
zweiseitiger Test
= O(z) =0,95
=z=41,9
nein n > 30
Der kritische Wert ¢ entspricht dem 1 — «

> —Quantil (beim einseitigen Test) bzw. dem
1— 3 —Quantil (beim zweiseitigen Test) der
t-Verteilung® mit n — 1 Freiheitsgraden
Ablesebeispie: n =20=r=n—-1=19

1—a=0,95

einseitiger Test

= t19,0,95 = 1,73

2 Dabei stellt 6% = % S (xi —%)? die geschiétzte Varianz der Grundgesamtheit dar.

" Die Varianz der Grundgesamtheit wird dabei hypothetisch angenommen.
¢ Vgl. von der Lippe (1998), Tabelle T-4, S. 120

3.3 Zweistichprobentest

Haufg werden statistische Tests zum Vergleich zweier Populationen bzw. zweier Verteilungen
herangezogen. Dies geschieht, um eindeutige Kausalaussagen machen zu kénnen, wie z.B. iiber
die Wirksamkeit von Medikamenten. Zur Durchfiihrung ist eine Experimentgruppe und eine
Kontrollgruppe notwendig. Diese beiden Gruppen werden dann hinsichtlich eines bestimmten
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Merkmals untersucht und tiberpriift, ob sich die Merkmalswerte in den beiden Gruppen signif-
kant unterscheiden.

Dabei wird angenommen, dafs zwei unabhédngige Stichproben vorliegen, d.h., tiber die Zu-
gehorigkeit einer Person (oder eines Elements) zur einen oder anderen Gruppe wird nach dem
Zufallsprinzip entschieden. Fiir die Elemente der Gruppe 1 sei angenommen, daf3 sie aus einer
Grundgesamtheit N(py;07) bzw. Z(71) stammen und fiir die Elemente der Gruppe 2 analog.

Heterograder Fall:  (~ Vergleich zweier Mittelwerte)

Die Hypothesen lauten:

Ho:pwi=p2  vs.  Hitp #w
bzw.

Ho:p —p2=A=0 Vs. Hi:w —u=A#0
A>0
A<O

Das arithmetische Mittel ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir den Parameterwert der Grundge-
samtheit . Bei unabhingigen Stichproben gilt fiir die Differenz zweier Mittelwerte somit:

E(iil _iz) - E(Y]) — E(iz) = HI J— uz
2 2
VR —%2) = V(E) + V(®2) = 1 + 22,
n n;

Eine Standardisierung der Mittelwertdifferenz fiihrt zu
(X1 —%X2) — (11 — p2)

2 2
AR

T:

n nz

Unter der Giiltigkeit der Nullhypothese erhélt man:

T, = X)) | N(0; 1) wenn ¢% und 03 bekannt sind. ~» Fall 1 und 2!
%, %
ny n2

~th_2, mitn =ng +n,, wenn O‘% und G% unbekannt aber
gleich sind. ~» Fall 3!

~ ty, wenn o7 und o unbekannt und ungleich sind.

~» Fall 4!

Homograder Fall:  (~ Vergleich von Anteilswerten)

Ho:A=m —m =0 VS. Hi:A=m —m #0
>0
<0

Als PriifgrofSe erhélt man
P1—P2

frrn 3
mit

p_ nip1 +n2p2
n4+ny;

T= ~N(0; 1)
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3.4 o— und p—Fehler

Bei der Entscheidung fiir eine der beiden Hypothesen konnen zwei Arten von Fehlern begangen
werden:

Testentscheidung wirklicher Zustand
Hy ist wahr H; ist wahr
Ho kein Fehler Fehler 2. Art
>1-o (B—Fehler < f3)
H; Fehler 1. Art kein Fehler
(o—Fehler < ) >1-8)

Unter der Annahme, daf8 Hy zutreffend ist, soll gelten
P(T € KalHo) < «,

wobei Ky den Ablehnungsbereich kennzeichnet. Daraus folgt unmittelbar
P(TeKulHo) > 1 —ax.

Die Wahrscheinlichkeit (3, d.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, Hy filschlicherweise anzunehmen,
betrdgt somit

P(T&/ KaH1) < B.

Die Priifgrofie fallt also in den Annahmebereich, welcher bei Giiltigkeit von Hy spezifziert ist,
obwohl H; giiltig ist.

Beispiel 6 (homograder Fall)  Ein Pharmakonzern hat ein neues Medikament auf den Markt gebracht.
Der Konzern behauptet, dafs die Heilungschancen bei der Verwendung dieses Medikaments bei 0.75 liegen.

O Diese Aussage ist eine statistische Hypothese, welche durch eine Stichprobe tiberpriift werden kann,
z.B. durch n = 40 Patienten, die mit dem Medikament behandelt werden. Da das Medikament nicht
an allen potentiellen Patienten getestet werden kann, sondern nur an diesen 40, kann man nicht sicher
sein, ob die aufgestellte Hypothese richtig oder falsch ist.

In einem Versuch wurden von n = 40 Versuchspersonen x = 25 Patienten geheilt (p = 25/40 = 0,625).
Das bestérkt die Krankenkassenverbédnde in der Annahme, daf8 das neue Medikament nicht die angegebene
Heilungschance besitzt.

O Aufgrund der vorliegenden Stichprobe wird nun ein Hypothesentest durchgefiihrt, an dessen Ende
die Entscheidung fiir eine der beiden Hypothesen steht.

1. Formulierung der Hypothese bzw. der Gegenhypothese:
Ho:m=0,75 VS. H;:mt<0,75

2. Aufstellen der Teststatistik:
homograder Fall, zmz — da der Umfang der Grundgesamtheit nicht bekannt ist:

F__Pom  065-075 g0

7o (1—79) 0,75(1—0,75)
n 40

3. Ermittlung des kritischen Wertes:
Bei der Wahl fiir ein Signifkanzniveau (hier: « = 0,05) gelangt man zu einem kritischen Wert, der in
diesem Fall der Normalverteilung entnommen wird. (c = —1,6449)

4. Entscheidung:
Da der Wert der Teststatistik kleiner als der kritische Wert ist (T < c), kann die Nullhypothese zum
Niveau o = 0,05 abgelehnt werden. Das bedeutet, dafs sich das Stichprobenergebnis signifkant vom
hypothetischen Parameterwert unterscheidet.
Die Aussage des Pharmakonzerns kann auf der Basis der vorliegenden Stichprobe nicht bestitigt wer-
den.
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5. Berechnung des —Fehlers:
Vorab wird der kritische Anteilswert berechnet, d.h., der Wert, bei dem keine Entscheidung getroffen
werden kann. In diesem Fall mufs gelten: T = ¢

T=c = P27 _ 16449 = p.=06374
T (1—19)
Wenn nun der Anteilswert in der Stichprobe kleiner als p. ist, fallt die Entscheidung zugunsten von Hj,
ist er grofer als p., entscheidet man sich fiir Ho.
Der 3—Fehler bedeutet, dafs man sich fiir Ho entscheidet —d.h. p > p. —, obwohl H giiltig ist:

P(Te/KalH1) < B.

0.5-0.5
40

P (TH, > M) =1—P(T < 1.7378) = 0.0406. O

3.5 Zusammenhang von Konfidenzintervallen und Hypothesentests

Das Ergebnis eines statistischen Tests heifst signifkant, wenn H o abgelehnt wird. Daraus lafst sich
folgendes formulieren:

— Signifkant bedeutet, daf das um den Stichprobenwert 8 konstruierte Konfidenzintervall den
hypothetischen Parameterwert 8, nicht enthalt.

— Die Grenzen des Konfidenzintervalls schlieffen den unbekannten Parameterwert mit einer
Vertrauenswahrscheinlichkeit von T — o ein. D.h., jeder Wert im Konfidenzintervall ist ver-
triglich mit der Hypothese Ho.

— Das bedeutet aber nicht, daf Hy auch wahr ist, sondern lediglich, dafs das Stichprobenergebnis
nicht gegen den hypothetischen Parameterwert spricht.

— Wenn der hypothetische Parameterwert nicht im Konfidenzintervall liegt, so bedeutet dies,
daf$ sich der wahre und der hypothetische Parameterwert unterscheiden. Sie sind statistisch
unterscheidbar oder eben signiftkant!
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