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1. EinfUhrung

Stichprobenuntersuchungen gehdoren fir den Menschen der heutigen Zeit fast schon
zum Alltag. Fast jeder wurde bereits einmal auf der Strale angesprochen oder zu
Hause angerufen und nach seiner Meinung zu einem bestimmten Thema gefragt.
Vielen Entscheidungen in der Politik oder in der Wirtschaft gehen Stichprobenunter-
suchungen voraus. Deshalb ist es umso wichtiger, dass diese mit der nétigen Sorg-
falt und Sachkenntnis vorgenommen werden. Leider ist zu beobachten, dass dies
oftmals nicht der Fall ist. Besonders die Vorstellungen bezuglich der Ziehung von
Stichproben und der darauf folgenden Anwendung der Methoden der Induktiven

Statistik sind oftmals abenteuerlich zu nennen.

Das am haufigsten anzunehmende Missverstandnis liegt bereits im Begriff selber.
~Stichprobe* wird haufig mit , Teilgesamtheit* gleichgesetzt, was aber im Verstandnis
der statistischen Methodenlehre nicht der Fall ist. Eine Teilgesamtheit ist nur dann
eine Stichprobe, wenn sie durch eine Zufallsauswahl gewonnen wurde. Dann und
nur dann sind auch die Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der Indukti-
ven Statistik anwendbar. Anders gewonnene Teilgesamtheiten wie z.B. bewusste
oder willktirliche Auswahlen erméglichen keine Schatzungen oder Tests im Sinne der
statistischen Schatz- und Testtheorie. Sie sind daher auch nur am Rande Thema

dieses Kapitels.

2. Stichprobenplane

Unter einem Stichprobenplan versteht man die Art der Entnahme von Elementen der
Grundgesamtheit. Die einfachste Mdglichkeit eines Stichprobenplans besteht in der
einfachen Zufallsauswahl, die man sich so vorstellen muss, dass in einer Urne N
Elemente der Grundgesamtheit liegen und n Elemente der Stichprobe herausge-
griffen werden. Davon ausgehend wird sich dieses Kapitel der Frage zuwenden:
Kann man durch andere Gestaltung des Stichprobenplans einen kleineren Stichpro-
benfehler erhalten als den bei einfacher Zufallsauswahl? Oder wenn die Motivation
der Wahl eines zur einfachen Zufallsauswahl alternativen Stichprobenplans eine
andere ist als die Verkleinerung des Stichprobenfehlers: Wie verhalt sich der Stich-
probenfehler bei diesem alternativen Stichprobenplan im Verhdltnis zur einfachen

Zufallsauswahl? Zur einfacheren Betrachtungsweise soll hier nur der Fall einer
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N - . . . _ 1
Schatzung des Erwartungswertes p mit Hilfe des arithmetischen Mittels x == x;
n

besprochen werden. Fur die Schatzung anderer Parameter mége der Leser speziel-

lere Literatur heranziehen (z.B. Pokropp (1996)).

Im folgenden soll auBerdem angenommen werden, dass die Stichprobenvariablen

Xy..., X, identisch verteilt sind mit E( ) p und Var(X ) o’.

n

2.1 Einfache Zufallsauswahl

An dieser Stelle soll noch unterschieden werden zwischen den Féllen des Ziehens
mit und ohne Zurticklegen. Im weiteren Vorgehen wird auf diese Unterscheidung aus
Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet und die Betrachtung auf den Fall des Zie-

hens mit Zurticklegen beschrankt.
1. Ziehen mit Zuriicklegen (ZmZ2)

Die Annahme des Ziehens mit Zuriicklegen bewirkt, dass die Stichprobenvariablen

unabhangig sind. Man erhéalt somit

W V(X v%zx E=ni2[v(xl)+v(x2)+...+v(xn)]=1202 0

2. Ziehen ohne Zurlcklegen (ZoZ)

Im Fall des Ziehens ohne Zurlcklegen besteht Abhéangigkeit zwischen den Stichpro-

benvariablen:

V(X),., = V%in E: nizgz v(x,)+ ;c:ov(xi,xj)E
‘%HT n(n-1) o2H
0 0

N-1

Der letzte Ausdruck in der Klammer ergibt sich wie folgt: Weil n Stichprobenvariablen

mit (n-1) anderen korrelieren, erhalt man den Faktor n(n —1). Fur die Kovarianz gilt:

Cov(xi,xj): —Ni_lo2

Beweis:

Cov(Xi;Xj) = E(xixj)_E(xi)E(xj)
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N(N - 1)

E(Xixj) = i ixixj fur alle i # j (wegen ZoZ)
=1 |=

Die Summe ergibt sich einfach aus der Definition des Erwartungswertes und der

Faktor davor aus der Uberlegung, dass alle Elemente gleich wahrscheinlich sein

sollen. Also ist bei ZoZ die Wahrscheinlichkeit fur zwei Elemente N(Nl )

Nach einer weiteren Umformung ergibt sich:

E(xixi)zNL_lE%g]ixixj _N_lzixfE

Erlauterung: Die Einschrankung i # j in der ersten Summe wird hier durch die zweite

Summe ersetzt.

Durch Ausmultiplizieren erkennt man sehr einfach, dass die Doppelsumme in der

Klammer p® entspricht. Der zweite Ausdruck in der Klammer ist %E(Xz).

_ N, E(x?)
- E(X‘x")_N—1“2 N-1
Also ist:
COV(X. X.): N UZ—E(XZ)—HZ
T ON-1T 0 N-1
— (N— 2 2
=NN(T11)“2_il()El)=_N1_1(E(Xz)_uz)=_N0_l Y
Damit ist
~\ _10d n-10, _o’N-n
(2) V(X)zOz —HQ- —_1%2 = N-1

Im Vergleich zum Fall des Ziehens mit Zurlicklegens stellt man fest, dass Ziehen
ohne Zurucklegen zunéchst eine kleinere Varianz liefert. Diese Differenz nimmt aber
ab je groRRer der Unterschied zwischen dem Umfang der Grundgesamtheit und dem
der Stichprobe ist. Dagegen bietet das Ziehen mit Zurlicklegen vor allem fir viele
theoretischen Betrachtungen den Vorteil der Unabhéngigkeit der Stichprobenvari-

ablen.



2.2 Geschichtete Stichproben

Wie bereits erwahnt wird in diesem Kapitel die Frage gestellt, ob man durch einen
zur einfachen Zufallsauswahl alternativen Stichprobenplan eine Verringerung des

Stichprobenfehlers erreichen kann.

Die Idee geschichteter Stichproben besteht darin, die Grundgesamtheit in K Teilge-
samtheiten (Schichten) in der Form aufzuteilen, dass die Schichten in sich sehr ho-
mogen, untereinander dagegen aber heterogen sind. Aus jeder Schicht wird dann
nach einem bestimmten Stichprobenplan eine bestimmte Anzahl an Elementen ge-

zogen.

Im folgenden wird unterstellt, dass die Schatzfunktion so zerlegbar ist, dass sie durch

eine einfache Linearkombination wieder aggregiert werden kann:
@) 6=% N
2N
woraus sich aufgrund der Annahme eines Ziehens mit Zuriicklegen ergibt

<N,

(4a) E(é)zg1 . £@,) (4b)  Var(p ZB\LHZVar

Diese Forderung wird z.B. durch das arithmetische Mittel erfiillt. Da in jeder Schicht
die Stichprobenziehung durch eine einfache Zufallsauswahl erfolgt, erhalt man fur

den Fall des Ziehens mit Zurtcklegen:

K N2
(5) Var Z NECS

1. Proportionale Aufteilung

Ein naheliegender Stichprobenplan ergibt sich aus der Uberlegung, dass der Anteil

der einzelnen Schichten in der Stichprobe der gleiche sein soll wie in der Grundge-

samtheit:

n N N
6 _k:_k|:|n :n_k
(6) TSN K N

Setzt man dies in den Varianzausdruck (5) ein, erhalt man:
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@ Vvar(X),, = Y 0|\k| -

n—x
N

1 N
2N O

Fur einen Vergleich mit dem Stichprobenfehler bei einfacher Zufallsauswahl muss

bezuglich der Grundgesamtheitsvarianz folgende Uberlegung angestellt werden:

Die Streuung der Variable X in der Grundgesamtheit erfolgt auf zwei Weisen (Vari-

anzzerlegung):

1. Es erfolgt eine Streuung unter den Schichten (externe Varianz). Dabei wird jede

Schicht durch ihren Mittelwert pk reprasentiert und man erhalt:
(8) Vext = Z_(I‘lk - “)2

2. Die Variable streut innerhalb der Schichten. Die daraus resultierende interne Va-

rianz erhalt man als arithmetisches Mittel der Schichtenvarianzen o7 :

N
©  Va=y ol

Die Gesamtvarianz ergibt sich als Summe von externer und interner Varianz:
(10) 02 = Vext + Vint
Wie man aus Gleichung (7) sieht, ist

- N
A1) V(X =y 07 = Vi

was selbstverstandlich hochstens so grol3 werden kann wie

12) nv(X),, =0% =V, +V,,.

einf
Der Grenzfall, dass beide Varianzen gleich sind, tritt auf, wenn die externe Varianz

Null ist, also p, =, =... =, = | ist, alle Schichten also identisch sind. Im Regelfall
(unterschiedliche Schichten) ist aber der Stichprobenfehler bei einer geschichteten
Stichprobe und proportionaler Aufteilung kleiner als bei einer einfachen Zufallsaus-
wahl (Schichtungseffekt).

Beispiel 1.

Eine Wetterstation misst jeden Tag um 12.00 Uhr die aktuelle Tagestemperatur. Um

die Durchschnittstemperatur tber 10 Jahre (N = 3600 Tage) zu ermitteln soll eine



Stichprobe im Umfang n = 100 gezogen werden. Dabei lasst sich die Grundgesamt-
heit gemal’ den Jahreszeiten Fruhjahr (F), Sommer (S), Herbst (H) und Winter (W) in

vier Schichten mit n, =900 aufteilen. Es ist bekannt, dass folgende Varianzen gel-

ten: 02 =25, 02 =9, o2 =16, 0., = 36. Die Gesamtvarianz betrage o> =100.

Bei einer einfachen Zufallsauswahl ergibt sich fur die Varianz von X:

Qs = 0> N-n _ 100 3600 —100
ZoZ

zoz: V(X),, =<~ = = 09725
n N-1 100 3600-1

Fur eine geschichtete Stichprobe mit proportionaler Aufteilung gilt fir jede Schicht

n, =25, so dass sich die Varianz ergibt:

v _1<N , 1 _
V(X)orop ‘ﬁZWkoi =100 4(25+9+16+36)_0,215

2. Nicht-proportionale Aufteilung

Als nicht-proportionale Aufteilung wollen wir hier verschiedene Formen ,optimaler”
Aufteilungen betrachten. Dabei sollen zwei Konstruktionsprinzipien der ,,Optimierung*
im Vordergrund stehen:

1. Minimierung des Stichprobenfehlers: Da ein absolut gesehen minimaler Stichpro-
benfehler (n&mlich V(Y): 0) nur bei einer Totalerhebung erreicht werden kann,
kann eine Minimierung nur unter einer Nebenbedingung erfolgen. Dabei sind
denkbar
a) Einhaltung eines bestimmten Stichprobenumfangs n

b) Einhaltung bestimmter Kosten

2. Minimierung der Erhebungskosten: Auch diese Forderung kann nur unter einer
Nebenbedingung erfolgen, da ansonsten ,minimale Kosten = keine Erhebung”

bedeuten wirde.
Zu l1la)

Minimierung des Stichprobenfehlers unter Einhaltung eines bestimmten Gesamt-

stichprobenumfang bedeutet



(13) ngln B\Lg Oi u.d.R. znk =n

ON O n,

Die Minimierung erfolgt mit Hilfe des Lagrange-Ansatzes. Wir bekommen damit fol-

gende Lagrange-Funktion:

(14) L=ZB\L52 an—n)

ON O n,

Partielles Ableiten nach ng ergibt:

(15) —=—EJ\'7H2 L+A=00 nlﬁ:%ol

on, ON Dn

=—B\Lg—+)\ 00 n \/X——o

on, oNgn

2
E N
ob _ N g—cz" +A =00 ngvA :—I\T Oy
Als Summe der K Gleichungen erhalt man:

1K
16 n+vA=nyA ==y No
(16) Y mA DAL

Dividierte man die k-te Gleichung durch (16), erhalt man:

und damit ergibt sich fur die k-te Schicht der folgende Stichprobenumfang:

(18) n, =

ZN o,

Gleichung (17) druckt aus, dass der Anteil einer Schicht an der Stichprobe umso

grol3er sein muss
¢ je grol3er der Umfang dieser Schicht in der Grundgesamtheit ist und

¢ je groler die Varianz dieser Schicht ist (beides relativ zu den anderen Schichten).



Zur Ermittlung des Stichprobenfehlers wird dies in den Varianzausdruck (5) einge-

setzt und man erhélt nach einigen einfachen Umformungen:
_ N H N, o
(19) V(x)Opt -1 Ez_kok _ 1o D Mo
n N “OQ n nH N
Anmerkung: Die letzte Umformung ist leichter riickwarts nachzuvollziehen, wenn man

N, O,
N0,

fur nx den Ausdruck n, =n einsetzt.

Zum Vergleich mit dem Stichprobenfehler bei proportionaler Aufteilung wird die Diffe-

renz zwischen den beiden Varianzen (7) und (19) gebildet:

V(Y)prop - V()_()opt
g tHen Y No0
n n “ n n N B

Der letzte Bruch in diesem Ausdruck ist nichts anderes als das arithmetische Mittel

der k Standardabweichungen der Schichten in der Grundgesamtheit:

- , 1 n ,
Far die letzte Klammer gilt, dass — z n,=—=1ist
n n

== B} Z Ny 0 -0 H
Jetzt ist der erste Ausdruck in der Klammer das arithmetische Mittel der o} :
= l(g —62)

Der Klammerausdruck entspricht aber dem Verschiebungssatz zur Berechnung von

Varianzen (quasi die Varianz einer Varianz). Diese wird aber niemals negativ. Also ist

V(X),op 2 V(X),- Identisch sind die beiden Varianzen, wenn gilt
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07 =05 =..=0. =0°, da in diesem Fall die optimale Auftellung —_— = ———=—

gleich der proportionalen Aufteilung ist.
zu 1b)

An dieser Stelle soll eine Aufteilung mit minimaler Varianz unter der Nebenbedingung
der Einhaltung eines bestimmten Kostenbudgets erfolgen. Es wird angenommen,
dass die Kosten in jeder Schicht ,pro Stuck”, also pro erhobene Einheit und damit

insgesamt proportional zur Grél3e der Stichprobe anfallen.

K

(20) c= Zlcknk

Der Lagrange-Ansatz lautet hier:

(21) L= Z cyk+)\(chk c)

Der weitere Ablauf erfolgt &hnlich wie unter 1a).

2 2 2
(22) a—Lz—NZO +Ac, =00 Acyn; N;cfm n, = N.9,
on, N? n? N NyAc,
oL _ _N; o3 N2 N,o,

o N —2 +Xc, =00 Ac,n? =N—§0§D n, =
2 2

Ngo NZ N
oL _ —- 2 +)\c =00 Acyng =—-o0p 0 n = <O
on, N NyAC

Summenbildung ergibt:

Dividieren der k-ten Gleichung durch (23) ergibt schlieflich:

n Ncrk 1
n rZN O,
o

(24)




Im Vergleich zu Gleichung (15) sagt Gleichung (24) zusatzlich aus, dass der Anteil

der k-ten Schicht an der Grundgesamtheit um so grol3er ausfallen muss, je kleiner

11

die Stiuckkosten der Schicht sind.

ZU 2

Im Vergleich zu 1b) liegt der Gedanke nahe eine Erhebung mit méglichst minimalen
Kosten durchzufiihren, wobei allerdings der Stichprobenfehler Beschrankungen auf-
gelegt bekommt um zu vermeiden einen unakzeptabel hohen Stichprobenfehler
durch eine zu kleine Stichprobe zu bekommen. Das Optimierungsproblem lautet also

hier:

(25) rrrlwinic:knk ud.R. V’ :zB\L‘(go—E

ON O n,

wobei V' ein vorgegebenes Niveau der Varianz ist.

Damit ergibt sich der Lagrange-Ansatz:

(26)

L= Zlc N A B\Lgok—

ON O n, H

Partielles Ableiten fuhrt zu:

(27)

2 2
oL _Cl_)\%o_;gzom n, :\/X& =
an, n2 N Jc,

2 -2
oL zcz_)\%%gzom n, :\/X& ok

on,

2 2
ai:cf*@’go—?%:oﬂ n = VA e O
on, Ny N Jc,

Summenbildung ergibt:

(28)

\/_ N, o,
N2

Division der k-ten Gleichung durch (28) flhrt zu
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Nkok
29) Mk - Ao
n z N, O,
Ve

und damit zur gleichen Aufteilung wie unter 1b).
Beispiel 2:

Fuhrt man das oben begonnene Beispiel (Temperaturmessung) fort, bekommt man

folgende Stichprobenaufteilung bei minimaler Varianz (optimale Aufteilung):

N _
9% —100 90015 -100> =277 ~ 28
> N, 900(5 +3 +4 +6) 18

< = 100> =166 =17
18

n, = 100% =222=22

n, = 100% =333=33

Die Stichprobenvarianz lautet damit:

_ N

V(X)opt :Egz_kokg =i[.|i(5+3+4+6)2 =0,2025
n N “Qg 100 42

Angenommen die Datenerfassung sei (aus welchen Griinden auch immer) im Herbst

und im Winter teurer als im Fruhjahr und im Sommer. Ein Ablesevorgang koste im

Herbst und im Winter 1,- DM, sonst nur 0,50 DM. Dann gilt folgende Aufteilung:

900 (5 1
n. =100 =3318 =33
F /o5 90005  900[B A 900[4 9006

005 Jos 1A

90013 1
ng =100 =19,91= 20
S /o5 9005  900[B  900[#4 9006

Jo5 Jos LA

900 [4 1
=100 =1876 =19
4 J1 90005 900CB  900(# 9006

05 o5 | 1A
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n,, =100 90016 1 =2815=28
J1 900E5+900EIB 900[4+900E6

Jo5 Jos 1 i

Problematisch ist hier, dass das zur Verfiigung stehende Budget c in Gleichung (24)

nicht mehr auftaucht. Bei der Beispielrechnung wurde weiterhin ein Stichprobenum-
fang von n =100 angenommen, was Gesamtkosten in Héhe von 73,50 DM ergibt.
Sollte das Budget niedriger (z.B. 50 DM) sein, muss ein entsprechend geringer
Stichprobenumfang angesetzt werden. Ein optimales Ergebnis ist nur durch Auspro-

bieren zu erhalten.
Zum Schluss noch einige Anmerkungen zu geschichteten Stichproben:

1. Schichtenwahl

Wir sind bisher davon ausgegangen, dass die einzelnen Schichten und deren Va-
rianzen o; gegeben waren. In der Praxis sind sie natirlich erst zu bilden, was auf

einige Schwierigkeiten stof3t. Relativ unproblematisch ist die Schichtenbildung,
wenn sie quasi institutionell bereits vorliegt. Zu denken ist hier die Verwendung

von Bundeslandern, Gemeinden u.&. als Schichten. Ist dies nicht der Fall, sind die
Schichten so zu konstruieren, dass die Varianzen o mdoglichst klein sind. Dies

fahrt allerdings zu einem Optimierungsproblem, dessen Ldsung relativ schwierig
ist. In der Praxis versucht man dieses Problem daher in der Regel durch die Ver-
wendung von Schichtungsmerkmalen mit bereits bekannter Verteilung zu l6sen.
Die ldee ist dabei, dass die Grundgesamtheit beztiglich des Schichtungsmerkmals
so in Schichten eingeteilt wird, dass die Varianzen moglichst klein sind und dass,
wenn das Erhebungsmerkmal und das Schichtungsmerkmal hinreichend hoch kor-
reliert sind, dann auch die Varianzen des Erhebungsmerkmals entsprechend klein

sind.

2. Nachtragliche Schichtung

Es ist denkbar, dass sich erst nach der Ziehung einer einfachen Zufallsauswahl
eine ,naturliche Schichtung” herausstellt, z.B. dass sich zeigt, dass die Variabilitat
innerhalb der Geschlechter relativ gering ist und damit eine geschichtete Stich-
probe angezeigt gewesen ware. Das Konzept der nachtraglichen Schichtung ver-

sucht nun den Schichtungseffekt nachtraglich dadurch zu nutzen, dass das arith-
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metische Mittel der Gesamtstichprobe als gewichtetes arithmetisches Mittel der
einzelnen Schichten berechnet wird. Als Gewicht wird dabei der Anteil, den die
Schicht in der Grundgesamtheit hat, verwendet. Pokropp (1996) weist nach, dass
damit ein asymptotisch erwartungstreuer Schatzer erreicht wird und zumindest ein

Teil des Schichtungsgewinns erzielt werden kann.

2.3 Klumpenstichproben

Methodisch deutlich schwieriger als die geschichtete Stichprobe stellt sich die Klum-
penstichprobe dar. Die Idee hierbei ist, die Grundgesamtheit in in sich heterogene,
untereinander aber mdglichst homogene Teilgesamtheiten (Klumpen) aufzuteilen.
Die Zufallsziehung erfolgt dann im Ziehen einer bestimmten Anzahl von Klumpen,

aus denen
¢ alle Elemente ausgewertet werden (einstufig)

* ein Teil der Elemente wieder zuféllig ausgewéhlt werden (zweistufig).

Die Vorteile der Klumpenstichprobe gegentber der geschichteten Stichprobe beste-

hen vor allem im praktischen Bereich:
* Verringerung der Reisekosten

* Es ist keine vollstandige Auswahlgrundlage (z.B. Einwohnermeldekartei) erforder-

lich. Entsprechende Unterlagen Uber die ausgewahlten Klumpen reichen aus.

* Es sind kaum Kenntnisse Uber die Grundgesamtheit erforderlich. Oftmals ist es
nicht einmal notwendig den Umfang der Grundgesamtheit oder auch nur der ein-

zelnen Klumpen zu kennen.

Als Hauptnachteil muss, neben der bereits erwdhnten methodischen Schwierigkeit,
der Umstand genannt werden, dass eine Klumpenstichprobe (anders als eine ge-
schichtete Stichprobe) nicht zwangsweise zu einem kleineren Stichprobenfehler als

bei uneingeschrénkter Zufallsauswahl fihrt.

Es gelte folgende Notation:
M Anzahl der Klumpen in der Grundgesamtheit
N; Anzahl der Elemente im i-ten Klumpen

Xij j-te Element im i-ten Klumpen
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Xi =) X Merkmalssumme im i-ten Klumpen
]:
M, MR X; Durchschnitt im i-ten Klumpen
N, £
z _1u
X = M2 X, durchschnittliche Merkmalssumme/Klumpen

Betrachten wir im folgenden eine einstufige Auswahl mit dem Spezialfall, dass alle
Klumpen gleich grof3 sind, also dass N, = N gilt. Ziel ist es weiterhin einen Schatzer

fur den Erwartungswert der Grundgesamtheit 4 anzugeben.

Fur eine einstufige Auswahl werden m der M Klumpen durch eine einfache Zu-

fallsauswahl gezogen. Dann kann leicht gezeigt werden, dass

m

(30) R R EEIYT

ein erwartungstreuer Schatzer fur p ist.

Die Varianz von [l ist:

(31) v(p)=—

D MEM 1.—

Im folgenden soll gezeigt werden, dass die Frage, ob die Durchfiihrung einer einstu-
fige Klumpenstichprobe ahnlich wie eine geschichtete Stichprobe zu einer kleineren
Varianz als bei einer einfachen Zufallsauswabhl fiihrt, vom Zusammenhang der Merk-
malswerte innerhalb der Klumpen abhangt. Die Summe in Gleichung (31) Iasst sich

wie folgt auflosen:

(32) g(xi—i,()z =§%§xu-ﬁué =§§(xu-u)§

(Xii - “)(Xi¢ - “)E

|

<
<

.
‘_g,ll

! Die genaue Herleitung dieser Varianz kann bei Cochran (1972), S. 286ff. nachgelesen werden.
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=(N-1)o° + 2 i gl(Xij ~ 1y )

Der zweite Summand kann als Mal3zahl fir den Zusammenhang innerhalb der Klas-

sen verwendet werden. Man nennt
1 K M M
(33) P=1= (Xi' - p-)(xiq) - U)
(N - 1N -1)o? Z,Z% !

den Intraklasskorrelationskoeffizienten. Er kann Werte im Intervall _N 15p51

annehmen.

Unter Berticksichtigung von p wird die Varianz in Gleichung (31) somit zu:

(34) v(p) = mgl rl\:gn—l[N—l)oH(N—l)(N—l)ozp]
=E—;E1-%%oz[1+m—l)p]

z%zﬁ %@a + (N = 2)p] = V(R),u 1+ (N - 2)o]

Der Ausdruck in der eckigen Klammer wird oftmals auch Varianzaufblahungsfaktor
genannt, da er die Varianz gegenuber der einfachen Zufallsauswahl (Ziehen ohne

Zuriicklegen) entweder vergrof3ert (p > 0) oder verkleinert (p < O). Bei einer negati-

ven Korrelation ist also das Klumpenverfahren genauer als die einfache Zufallsaus-
wahl, bei einer positiven Korrelation ist dagegen die einfache Zufallsauswahl ge-

nauer.

Bei einer zweistufigen Klumpenstichprobe lasst sich die Varianz aufteilen in eine Va-

rianz zwischen (between) den Klumpen (oé) und einer Varianz innerhalb (within) des

i-ten Klumpen (c;vzvi ) Sie lautet (ohne Beweis):

(35) V(Y):%EMZB— 156 Nz%? E&Z
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Beispiel 3:

Das folgende Beispiel soll vor allem den Einfluss des Intraklasskorrelationskoeffi-

zienten verdeutlichen. Dazu werden zwei extreme Grundgesamtheiten verwendet.
1. Grundgesamtheit: (1, 1); (2, 2); (3, 3); (4, 4); (5, 5)

In dieser Grundgesamtheit sind die Klumpen in sich homogen, untereinander aber
sehr heterogen.

2. Grundgesamtheit: (1, 5); (2, 4); (3, 3); (4, 2); (5, 1)

Hier ist das genaue Gegenteil der Fall. Die Klumpen sind in sich sehr heterogen, un-

tereinander aber homogen (alle p = 3)

Fir die 1. Grundgesamtheit ergibt sich somit einen Erwartungswert von p, =3 und

einer Grundgesamtheitsvarianz o2 = 2,2 . Die Dreifachsumme in Gleichung (33) er-

gibt 20 und damit eine Intraklasskorrelation von p, = 1 —20 =1. Damit

(2-1)10-122

ergibt sich ein Varianzaufblahungsfaktor von 2. Die Varianz ist also wegen der Ho-
mogenitat innerhalb der Klumpen und gleichzeitigen Heterogenitat zwischen den

Klumpen doppelt so hoch wie bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zurticklegen.

In der 2. Grundgesamtheit gelten der gleiche Erwartungswert und die gleiche Grund-
gesamtheitsvarianz wie fur die 1. GG. Allerdings betragt hier die Intraklasskorrelation
p, = -1, so dass der Varianzaufblahungsfaktor und somit die Schétzervarianz Null
betragt. Dies verwundert auch nicht weiter, da bereits die Ziehung eines einzigen

Klumpen gentigt um den exakten Mittelwert i zu bestimmen.

2.4 P-Stichproben
In der bisherigen Betrachtung haben wir vorausgesetzt, dass jedes Element der
Grundgesamtheit die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzt in die Stichprobe zu kom-

men. Durch Aufheben dieser Annahme kann aber ebenfalls eine Verringerung der
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Schatzervarianz im Vergleich mit einer einfachen Zufallsauswahl erreicht werden.
Allerdings ist die Durchfihrung formal relativ anspruchsvoll, so dass wir hier auf eine
ausfuhrliche Beschreibung verzichten und uns nur auf einige Andeutungen be-

schranken wollen.

Zunachst ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion zu definieren, mit deren Hilfe den ein-
zelnen Elementen der Grundgesamtheit eine Wahrscheinlichkeit p; in die Stichprobe
gezogen zu werden zugeordnet werden kann. Dann bildet im Fall des Ziehens mit
Zurucklegen der Hasen-Hurwitz-Schatzer

=15

(36) Npl

unabhangig von der zugrundegelegten Verteilung einen erwartungstreuen Schéatzer

far y. Die Varianz von [1 betragt:

N , [N 0
i ld g

Es stellt sich jetzt natUrlich die Frage, welche Verteilung zugrundegelegt werden
sollte um eine mdglichst kleine Schatzervarianz zu erhalten. Beachtet man, dass sich

Gleichung (37) umformen l&sst in

(38)

- 1 & i_X'
N2 %1% p_:gpipj,

dann lasst sich leicht zeigen, dass fur eine Verteilung, bei der die Wahrscheinlich-
keiten proportional zur Gro3e der Elemente (pps = probability proportional to size)

angenommen werden, die Varianz minimal (hier sogar null) wird. Der Beweis ist zu

fuhren, indem man in Gleichung (38) p; = EZJEHH alle j setzt. Das Problem ist dabei
ol

naturlich, dass die Grundgesamtheit unbekannt ist und eine entsprechende Modellie-
rung der Wahrscheinlichkeiten nicht méglich ist. Denkbar ware die Mdéglichkeit eine

andere mit der zu untersuchenden Grof3e stark korrelierende Variable zu verwenden.

Beziiglich der weiteren Vorgehensweise sei auf die weiterfuhrende Literatur (beson-
ders Pokropp (1996)) verwiesen. Dort werden auch die besonderen Probleme, die

beim Ziehen ohne Zurticklegen auftreten, besprochen.
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3. Einige spezielle Fragestellungen

In diesem Kapitel sollen einige Problemstellungen behandelt werden, die bei Stich-

probenuntersuchungen immer oder zumindest sehr haufig auftreten.

3.1 Notwendiger Stichprobenumfang

Bei den Stichprobenverfahren des vergangenen Kapitels sind wir davon ausgegan-
gen, dass die GrofRe der Stichprobe bereits feststeht. Es stellt sich allerdings die
Frage, wie diese Grof3e bei einer empirischen Untersuchung zu bestimmen ist. Dass
diese von extremer Bedeutung ist, lasst sich an einem einfachen Beispiel leicht zei-
gen: Angenommen fir eine potenzielle Kauferschaft im Umfang von 100.000 Perso-
nen wurde ein Produkt entwickelt, dass einer Stichprobe zur Begutachtung vorgelegt
wird. Dabei wird den Mitgliedern der Stichprobe der Einfachheit halber nur die Frage
gestellt, ob ihnen das Produkt gefallt. Es antworten 60% mit ,ja“. Wirde diese Stich-

probe nur aus n, =10 Personen bestehen, ergabe sich ein 95%-Konfidenzintervall
mit den Grenzen [0,28;0,92]. Das heil3t, wir hatten eine Spannbreite von grof3er Ab-

lehnung des Produkts (72%) bis zu fast einstimmiger Zustimmung. Es ist leicht ein-
sehbar, dass diese Aussage fur den Hersteller absolut wertlos ist. Dagegen weist

eine Stichprobe im Umfang n, =100 beim gleiche Ergebnis bereits eine mehrheitli-
che Zustimmung von ca. 50 — 70% aus. Eine Stichprobe im Umfang n, =1000 ergibt

das Konfidenzintervall [0,57;0,63] und damit schon eine recht genaue Vorstellung, in

welcher GrofRenordnung sich die Zustimmung zum Produkt bewegt. Daher wird der
Stichprobenumfang in der Regel so bestimmt, dass ein bestimmter Stichprobenfehler
nicht Gberschritten wird. Andererseits soll die Stichprobe auch nicht Gberdimensio-
niert werden, da eine empirische Untersuchung in der Regel auch mit gro3en Kosten

verbunden ist.

Aus den Gleichungen () — () ergeben sich somit folgende notwendigen Stichpro-

benumfange

a) bei Mittelwertschatzungen

mZ

(39) n =

(40) n > ZoZ
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wobei e der absolute Fehler (= halbe Breite des Konfidenzintervalls) ist.

b) bei Anteilswertschéatzungen

. 227 (1- 1)

(41) n > . zmZ
e

X 227 [L-m' N
(42) n = e?(N-1)+z%m 1-1) z0z

Dabei bezeichnet 1 eine vorsichtige Abschatzung von 1t Hat man z.B. bei einer
Wahlumfrage eine ungeféahr Vorstellung, in welchem Bereich sich der Wéahleranteil
einer bestimmten Partei bewegt, sollte man ein 1 wahlen, das ein wenig dariiber
(bei n<05) oder darunter (bei n>05) liegt. Hat man Uberhaupt keine Anhalts-
punkte, dann ist der ungiinstigste Fall mit 1 =05 (groRtmogliche Varianz) anzu-

nehmen.

Um eine moglichst kleine Stichprobe bei konstantem Stichprobenfehler zu erhalten
lassen sich auch Schichtungseffekte bei der Berechnung des notwendigen Stichpro-

benumfangs verwenden. Man erhélt:

a) bei proportionaler Aufteilung
L_zPE LN

43 n>=—YoXx

( ) e2 ;- k N

b) bei optimaler Aufteilung

.z N
44 n =>=—gf o, —~
(44 ezazkaé

3.2 Antwortverweigerung und Antwortvariabilitat

Die bisher angegebenen Schatzfunktionen sind davon ausgegangen, dass alle Be-
fragten wahrheitsgemal geantwortet haben. Dies trifft vor allem in der Umfragepraxis
sicherlich nicht zu. Im Gegenteil wird man hier mehr oder weniger stark auf das

Problem treffen, dass

1. Befragte die Antwort verweigern bzw. dass Antworten nicht eingeholt werden

kdnnen. Grinde dafir kbnnen sein:

* falsche Adressen oder der zu befragende wird auch bei mehrmaligen Besu-

chen nicht angetroffen
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* Interesselosigkeit des Befragten, was vor allem bei Fragebogenaktionen oft

auftritt.

* generelles Misstrauen gegeniber Befragungen

2. Befragte wissentlich oder unwissentlich falsche Angaben machen. Griinde hierftr

kdnnen sein:

* Dem Befragten ist die Antwort nicht bekannt. Er verlasst sich auf eine Schat-
zung, die bei mehrfachen Befragungen unterschiedliche Werte annehmen

kann.

* Der Befragte denkt, die korrekte Antwort sei z.B. gesellschaftlich nicht konform

(z.B. eine Bejahung bei Fragen nach regelméafiigem Drogengenuss).

Diesen Problemen sollte in erster Linie durch einen entsprechenden Aufbau der Be-
fragungsaktion und durch eine entsprechende Schulung der Interviewer begegnet
werden. Bei Interesselosigkeit der Befragten kénnte das Interesse in einem personli-
chen Gesprach geweckt werden. Ebenso kdnnte durch entsprechende Aufklarung
bestehendes Misstrauen ausgerdumt werden. Bei Befragungen zu sensiblen The-
men (wie z.B. Drogengenuss) kénnte versucht werden durch zuséatzliche Anonymi-
sierung die Angst vor Entdeckung beim Befragten zu nehmen. Dies erfolgt in vielen
Fallen durch die Formulierung einer Alternativfrage. Betrachten wir folgendes Bei-

spiel:

Von Interesse sei bei einer Befragung der Drogengenuss der befragten Personen.
Daher wird die Frage formuliert (Frage 1): ,Nehmen Sie regelméf3ig Drogen?* Als
Alternativfrage wird Frage 2 formuliert: ,Ist lhre Sozialversicherungsnummer eine
gerade Zahl?“. Dem Befragten wird eine der beiden Fragen gestellt, ohne dass der
Interviewer weil3, welche Frage das ist. Dies kann z.B. dadurch erreicht werden, dass
die Frage in einem geschlossenen Umschlag tberreicht wird. Der Befragte muss die
Frage nur noch mit ,ja“ oder ,nein* beantworten und kann die Frage dann sogar sel-
ber vernichten. Ist bei der Auswertung jetzt bekannt, wie oft welche der beiden Fra-
gen gestellt wurde und ist auch der Anteil der geraden Sozialversicherungsnummern
bekannt, kann aus dem Anteil der ,ja“-Antworten mit Hilfe des Satzes der Totalen
Wahrscheinlichkeit relativ einfach auf den Anteil der Drogenkonsumenten geschlos-
sen werden. Angenommen die Sozialversicherungsfrage sei in 75% aller Féalle ge-

stellt Worden(P(S)=O,75), es seien 50% der Sozialversicherungsnummern gerade
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(P(ja|S)= 0,5) und es hatten 20% aller Befragten mit ,ja“ geantwortet. Dann haben
unter denjenigen, die nach regelmaligem Drogenkonsum befragt wurden

P(ia)-P(ials) _04-05m,75

=0,1, also 10%, diese Frage mit ,ja“ beantwortet.
P([D) 0,25

Hat man z.B. bei einer Fragebogenaktion eine Ricklaufquote von unter 100%, so
kann man, wenn ein Anteilswert geschatzt werden soll, zumindest ein Intervall flr
diesen Anteilswert angeben. Lautet die Frage z.B. ,Stehen Sie der Partei ABC
nahe?“ und hat man bei einer Riucklaufquote von 75% einen Anteil von ,ja“-Antwor-
ten von 40%, so kann man sagen, dass der Anteil der Sympathisanten der Partei auf
jeden Fall zwischen 30% und 55% liegen muss, da der Anteil in der Nichtbeantwor-
tergruppe ja auf jeden Fall zwischen 0 und 100% liegt. Kann man dartber hinaus
noch weitere Vorinformationen verwenden, lasst sich dieses Intervall sogar noch
weiter eingrenzen. Weil3 man z.B. dass gerade Anhanger dieser Partei Befragungen
gegenuber sehr skeptisch sind und dass der Anteil der Parteianhdnger unter den
Nichtantwortern deutlich hdher sein muss als unter den Antwortern (z.B. tber 50%),

l&sst sich das Intervall einengen auf den Bereich zwischen 42,5% und 55%.

Neben diesen einfachen Uberlegungen lassen sich Antwortausfalle und Antwortvari-
abilitaten auch modellmaRig erfassen. Dazu sei aber auf die spezielle Literatur ver-

wiesen.

3.3 Repréasentativitat

Ein zumindest in der offentlichen Darstellung wichtiger Aspekt einer Stichprobe ist
der ihrer ,Reprasentativitat®. In der allgemeinen Vorstellung hat eine Stichprobe re-
prasentativ zu sein, bzw. haftet ihr ein Makel an, wenn behauptet wird, sie sei es
nicht. Reprasentativitat ist also gleichsam ein Qualitatskriterium fur eine Stichprobe
und damit fir die komplette mit ihr durchgeftihrte Untersuchung. Dabei versteht man
im allgemeinen Sprachgebrauch unter Reprasentativitat Strukturéhnlichkeit zwischen
Stichprobe und Grundgesamtheit. Die Vorstellung, auf der sich die grol3e Verbreitung
des Konzepts grindet, ist die, dass die Schatzung einer Grundgesamtheitseigen-
schaft umso besser ist, je mehr sich Stichprobe und Grundgesamtheit in ihrer Struk-
tur ahneln. Die Stichprobe soll also eine verkleinerte Abbildung der Grundgesamtheit

sein.
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Zundachst ist dazu zu sagen, dass der Ausdruck ,reprasentative Stichprobe* sprach-
lich falsch ist, da — wie wir bereits gesehen haben - in der Stichprobentheorie unter
Stichproben nur Zufallsauswahlen verstanden werden. Eine reprasentative Auswahl
ist aber eine bewusste Auswahl und somit nicht mehr zufallig. ,Reprasentativitat” ist
auch kein statistischer Fachausdruck. Man spricht hier lieber von der ,Quotenaus-

wahl”.
Zur Bewertung des Konzepts der Reprasentativitat ist folgendes zu sagen:

1. Da es sich hier wie bereits erwahnt nicht um eine Zufallsauswahl handelt, ist auch
die Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht anwendbar. Damit ist auch auf das Instru-

mentarium der Induktiven Statistik (Schatzen, Testen) zu verzichten.

2. Der Grad von Reprasentativitat ist nicht messbar. Damit kann nicht entschieden
werden, ob eine Stichprobe mehr oder weniger reprasentativ ist. Dartiber hinaus
gibt es keinerlei Theorie, die die Annahme einer ,besseren” Schatzung bei hoher
Repréasentativitat im Vergleich zu einer ,schlechteren Schatzung bei niedriger
Repréasentativitat stitzt. Somit ist auch keinerlei z.B. dem Stichprobenfehler ver-
gleichbare Formel bekannt, in der ,Reprasentativitat” als explizite Grof3e auf-

taucht.

3. Wie wir am Beispiel der optimalen Aufteilung bei geschichteten Stichproben ge-
sehen haben, wird in der Stichprobentheorie oftmals sogar bewusst gegen das
Prinzip der Repréasentativitat verstof3en um einen kleineren Stichprobenfehler zu
erhalten. Repréasentativitat steht somit oftmals in einem Gegensatz zu fur die Glte
von Schatzungen wichtigen Gréf3en wie dem Stichprobenumfang oder der an der

Varianz gemessenen Homogenitat der Grundgesamtheit.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass Reprasentativitat in seiner Bedeutung oft-
mals stark Uberschatzt wird. Es ist im Gegenteil sogar zu bezweifeln, ob Reprasenta-
tivitat im Vergleich zum Konzept des Stichprobenfehlers Uberhaupt ein sinnvolles

Gutekriterium fur Stichproben ist.
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